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Vorwort. 



Die nichteuklidische Geometrie ist in den letzten 
Jahren durch historische Forschungen bedeutend bereichert 
worden. Die Werke von Lobatschef skij^ Bolyai und ihren 
Vorläufern sind von neuem zugänglich gemacht worden, und 
wir wissen mancherlei wichtige Einzelheiten über die Kämpfe, 
die diese großen Forscher mit sich selbst und mit der un- 
gläubigen Mitwelt führen mußten, bis sie zu ihrem Ziel ge- 
langten. Auch die Ansätze von Gauß, von dem bis vor 
kurzem nur gelegentliche briefliche Äußerungen und Be- 
sprechungen verfehlter Beweise des euklidischen Parallelen- 
postulats bekannt waren (vgl. Kap. I, 8. 6), kennen wir jetzt. 
In knapper Form hat er sich über seine „anti-euklidische 
Geometrie*^ Aufzeichnungen gemacht, die aber eine ganz 
eigenartige Begründung geben und ein tiefes Eindringen 
verraten (vgl. S. 131). 

Auf der andern Seite hat auch die systematische 
Untersuchung große Fortschritte gemacht, wie ein Blick 
m Bonola^s Literaturübersicht ^) zeigt. Der Ausbau ist 
weiter geführt, die Grundlagen sind schärfer dargestellt 
worden. 

Beide Gesichtspunkte suchte der Verfasser dieses Bänd- 
chens der Sammlung Schubert zu vereinigen. — 

Die Anzahl der Zugänge zur nichteuklidischen Geo- 
metrie ist groß; nicht alle konnten berücksichtigt werden. 

Wir haben eine Reihe von „Bildmethoden", die einen 
Einbau der nichteuklidischen Geometrie in die euklidische 



^) B. Bonola, Index operum ad geometriam absolutam spec- 
tantium. Claudiopoli 1902. 



Digitized 



by Google 



IV Vorwort. 

geben. Z. B. hat bekanntlieh Klein die Cayleysche Maß- 
geometrie zur „geodätischen Abbildung^* auf die euklidische 
Geometrie verwendet, i) Ebenso gibt die Kreisgeometrie 
Anlaß zu einer konformen Abbildung oder Darstellung der 
beiden nichteuklidischen Geometrieen (vgl. Kap. II und 
Kap. VII). 

Am natürlichsten ist es wohl — doch das bleibt eine 
Frage des Geschmacks — einfach davon auszugehen^ daß 
das Parallelenpostulat nicht erfüllt ist, die Kongruenzsätze 
aber gelten, und nun auf dieser Grundlage weiterzubauen. 
(Leider konnte die nach Vollendung des Druckes gefun- 
dene Lösung der auf S. 86, Z. 7 — 11 aufgeworfenen Frage 
nicht mehr mitgeteilt werden.) Die Lobatschefskij^sche 
Grenzkugel (§ 27), auf der die euklidische Geometrie gilt, 
spielt hierbei eine große Rolle. In Kap. III — VI wurde 
dieser synthetische Aufbau der (hyperbolischen) nichteukli- 
dischen Geometrie im Anschluß an die Vorbilder und nait 
Benutzung der von Engel angegebenen Vereinfachungen 
ausgeführt, mit Einschluß der analytischen Geometrie nebst 
einiger Quadraturen und Kubaturen. 2) 

Man kann übrigens auch mit Gauß davon ausgehen, 
daß im „Unendlichkleinen^* die euklidische Geometrie gelten 
soll. Diesen Weg haben später unabhängig noch Killing, 
Flye St. Marie, Simon u. a. beschritten. Dabei gelingt 
es, die Geometrie der nichteuklidischen Ebene ohne Be- 
nutzung des nichteuklidischen Raumes zu begründen. 

Prinzipielle Fragen (Kleines Begründung der Cayley- 
schen Maßgeometrie unabhängig von der euklidischen Geo- 
metrie, die Untersuchungen von Hilbert und Holder über 
die Einführung der Maßzahlen in die Geometrie, Lie's Be- 
gründung mit Hilfe der Transformationsgruppen usw.) zu 
erörtern, das hätte die Aufgabe des Verfassers überschritten, 
doch wurde auf das Archimedische Axiom und andere 



*) Vgl. hierzu die Anmerkungen von Lindemann zum 
zweiten Kapitel der deutschen Ausgabe von H. Foincar^, 
Wissenschaft und Hypothese (Leipzig 1904), wo auch die 
Literatur genau angegeben ist. 

^) Vgl. außer der in § 35 und 36 unter dem Text angeführten 
Literatur noch die kürzlich erschienene Kieler Dissertation von 
F. Dannmeyer, „Die Oberflächen- und Volumberech- 
nung für den Lobatschefskij'schen Baum. Göttingen 1904 
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Vorwort. V 

^^stillschweigend benutzte" Voraussetzungen an den in Be- 
tracht kommenden Stellen aufmerksam gemacht. — 

Daß neben der hyperbolischen Geometrie auch die 
sphärisch - elliptische (Riemann -Helmholtz^sche) nicht 
vergessen werden durfte (Kap. VII), ist wohl selbstver- 
ständlich. 

Schließlich haben noch einige Sätze aus der nichteukli- 
dischen Mechanik (Kap. VIII) Aufnahme gefunden, auch 
das statische Paradoxon von Andrade (§ 54). Die Ergeb- 
nisse sind so überraschend einfach^ daß der Verfasser sie 
nicht mit Stillschweigen übergehen wollte, obwohl gerade 
auf dieses Grebiet das geflügelte Wort von den selbst- 
geschaffenen Schmerzen der Mathematiker angewendet worden 
ist. Trotz der skeptischen Äußerungen Poincarö's sind 
dann zum Schluß noch die Untersuchungsmethoden von 
Lobatschefskij und andern über die Natur des wirklichen 
Raumes kurz besprochen worden. 

Leipzig, im Dezember 1904. 
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Kapitel I. 

DasPaxallelenpostulat und seine Scheinbeweise. 

§ 1. Das Parallelenpostolat bei Euklid. 

Euklid beginnt das erste Buch seiner ^^Elemente'' mit 
23 Erklärungen^ 5 Forderungen und 9 Grundsätzen. 

Die 23. Erklärung lautet: 

Parallel heißen gerade Linien, die in derselben 
Ebene liegen und nach beiden Seiten ins Unend- 
liche verlängert, auf keiner Seite zusammentreffen. 

Diese Erklärung fordert, daß man zuerst die Frage 
beantwortet: Gibt es überhaupt Gerade, die zueinander 
parallel sind? 

Das ist in der Tat der Fall, sobald man annimmt, daß 
es zwischen zwei Punkten eine und nur eine Verbindungs- 
gerade gibt, ^) und daß jede unbegrenzte Gerade die Ebene 
in zwei Teile zerlegt 2) 

Um dies zu zeigen, errichte man im Punkte F der Ge- 
raden g das Lot FP und ziehe durch P die Gerade A senk- 
recht zu FF. Würden nun g und h sich schneiden (etwa 
in /Si), so müßten sie sich noch in einem zweiten Punkt S^ 
schneiden, der zu S^ in bezug auf PF symmetrisch liegt 
Si und S2 könnten nicht zusammenfallen, weil das Lot PF 
zusammen mit seiner Verlängerung die Ebene in zwei Teile 

*) Diese Forderung steht bei Euklid an erster Stelle. 

') Diese Forderung hat Euklid nicht mit unter die fünf 
Forderungen aufgenommen, wohl aber sie immer ^^stillschwei- 
gend^^ angenonunen. Läßt man sie fallen , so gelangt man bei 
Fortlassen des Parallelenpostulats zu zwei Arten von Geometrien, 
nämlich außer zur hyperbolischen, die hier in erster Linie behan- 
delt wird, noch zur eUiptischen. (Vgl. Kap. VII, § 47.) 

Liebmaniiy Nichteuklidische Geometrie. 1 r^ ^^^\^ 
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2 Kapitel I. Das Parallelenpostulat und seine Scheinbeweise. 

zertrennt; d. h. g und h würden sich in zwei verschiede- 
nen Punkten S^ und S^ schneiden^ was unmöglich ist g und h 
können sich also überhaupt nicht schneiden. 

Durch jeden Punkt P außerhalb g gibt es also jeden- 
falls eine Parallele hy die eben dadurch bestimmt wird; daß 
das von P auf g gefällte Lot FF in P auf h senkrecht 
steht. Gibt es noch weitere Parallelen durch P? 

Euklid verneint dies, indem er die Foixierung aufstellt: 
(Fünfte Forderung): 

Wenn eine Gerade zwei Gerade trifft und mit 
ihnen auf derselben Seite innere Winkel bildet, die 
zusammen kleiner sind als zwei Rechte, so sollen 
die beiden Geraden, ins Unendliche verlängert, 
schließlich auf der Seite zusammentreffen, auf der 
die Winkel liegen, die zusammen kleiner sind als 
zwei Rechte. 

Man sieht, daß nach dieser Forderung jede Gerade 
durch P, die nicht mitft identisch ist, g notwendig treffen muß. 

Aus dem fünften Postulat folgt dann weiter in be- 
kannter Weise, daß die Summe der Innenwinkel an einer 
Geraden, die zwei Parallele schneidet, zwei Rechten gleich 
ist, daß die Wechselwinkel einander gleich sind, daß die 
Winkelsumme im Dreieck zwei Rechte betragt usw. 

§ 2. Iquivalente Formen des Farallelenpostulats. 

Man kann das Parallelenpostulat noch in anderer Form 
aussprechen, 4 h. man kann an seiner Stelle andere For- 
derungen aufstellen, die dasselbe leisten, aus denen sich also 
das euklidische Postulat als Folgerung ergibt. Die Hilfs- 
mittel, die dazu gebraucht werden, sind außer den anderen 
Forderungen noch einfache aus ihnen abgeleitete Sätze. 

Vier solche Formen mögen besprochen werden. 

1. Durch einen Punkt außerhalb einer Geraden 
gibt es nur eine Parallele zu ihr. 

Es folgt zunächst aus dieser Forderung: Fällt man 
von einem Punkte P außerhalb g das Lot FF auf g und 
legt durch P eine Gerade, die nicht auf FF senkrecht steht, 
so muß sie die Gerade g schneiden, denn das Lot h auf FF 
schneidet nicht (§ 1) und es soll ja durch P nur eine, 
g nicht schneidende Gerade geben. Jede andere Gerade K 
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§ 2. Äquivalente Formen des Parallelenpostulats. 3 

durch P muß also g schneiden zufolge unserer Forderung, 
und zwar muß der Schnittpunkt auf demjenigen Halbstrahl 
liegen, der mit P^ einen spitzen Winkel einschließt. Die 
Punkte des anderen Halbstrahls liegen ja mit g nicht auf 
derselben Seite von %, also liegt der Schnittpunkt sicher auf 
dem inneren Halbstralil h'. 

Aber auch dann^ wenn der Winkel bei F kein rechter 
ist und die Summe der Innenwinkel kleiner als zwei Rechte, 
schneiden sich die Geraden Äi und g. Es sei etwa (Fig. 1) 
der Winkel x bei JE der kleinere der beiden Nebenwinkel, M 
die Mitte von -FP, MF^ das Lot von M auf g. Dieses Lot 
verlängern wir um sich selbst bis Pi und verbinden Pj mit 
P. Die beiden Dreiecke FF^M und PP^Jf sind dann 
kongruent^), also der Winkel MP^F ein rechter, d.h. die 
Gerade ä, die Verlängerung von F^F schneidet g nicht Aus 




Fig. 1. 

der Kongruenz folgt auch, daß ^P^P-Sf = ä ist. Jede andere 
Gerade durch P, also z. B. die Gerade %i, muß g schneiden 
und zwar derjenige Halbstrahl von Äl, der auf derselben Seite 
von Ä wie g liegt. Das ist aber der, der mit FF einen 
Winkel kleiner als ?r^a einschließt 

Hiermit ist das euklidische Postulat bewiesen: Die 
Geraden Ä' und flf, die mit FF zwei Winkel einschließen, 
deren Summe kleiner als zwei Rechte ist, schneiden sich, 
wenn man sie nach der vorgeschriebenen Seite hin hin- 
reichend verlängert. 

2. Die Winkelsumme im Dreieck ist gleich zwei 
Rechten. 

Diesen Satz, der oben (§ 1) als aus dem euklidischen 



^) Die Kongruenzsätze für Dreiecke sind unabhängig von 
der föiiften Fordening und werden von Euklid auch behandelt 
ohne Gebrauch dieser Forderung. 
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4 Kapitel I. Das Parallelenpostulat und seine Scheinbeweise. 

Postulat ableitbar bezeichnet wurde, kann umgekehrt zu 
seinem Beweis dienen. 

Es folgt zuerst daraus, daß die Winkelsumme im Vier- 
eck gleich vier Rechten ist. 

Seien nun (vgl. Fig. 2) die beiden Geraden h und ^ gegeben. 
Fällen wir von P (auf h) das Lot PFy und ist dann der Winkel 
X zwischen h und dem Lot kleiner als ein Rechter, so soll 
gezeigt werden, daß h und g sich schneiden. Wir nehmen 
Pi auf Ä an, fallen das Lot P^F^ und tragen FP auf F^P^ 

von Fl aus ab (bis Q^). Das 
Viereck PFF^Q^, das zu 
dem Mittellot auf FF^ sym- 
metrisch liegt und das bei 
F und Fl rechte Winkel 
hat, muß dann auch bei P 
und ^1 rechte Winkel ha- 
ben, weil die Winkelsumme 
Fig. 2. im Viereck gleich vier Rech- 

ten ist. 
Nun machen wir P2P1 = PPi und wiederholen die Kon- 
struktion, wobei wieder ein Rechteck P^F^F^Q^ entsteht. 
Die beiden Dreiecke 

PQiPi und P,Q,P, 
sind dann einander kongruent, also QiPi = QiP2f daher 

Wiederholt man nun diese Konstruktion, so wird 

P.Fn^PF-n{P,Q,). 
Indem man n so groß wählt, ^) daß 

{n-l)PiQi<PF 
und 

n-PiQi^PF, 

wird Pn entweder auf g liegen (n*PiQi=Plf) oder, wenn 
n*PiQi>PF, liegen Pn~i und P« auf verschiedenen Seiten 
von g. 

^) Hier wird also das sogenannte Archimedische Axiom 
gebraucht: „Eine Größe kann so oft vervielfältigt werden, dai 
sie jede andere gleichartige übertrifft." (Vgl- O. Stolz, Zur 
Geometrie der Alten , insbesondere über ein Axiom des Archi- 
medes. Math. Annalen, Band XXU (1883) S. 504—519.) 
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§ 2. Äquivalente Formen des Parallelenpostulats. 5 

In beiden Fallen sieht man, daß h und g sich schnei- 
den, wie es die fonfte Forderung verlangt 

3. Zwei Gerade g und / die von einer dritten Ge- 
raden so getroffen werden^ daß die Wechselwinkel 
gleich sind, werden von jeder Geraden unter gleichen 
Wechselwinkeln getroffen. 

Wir verbinden P auf / mit Ä und B auf g (es sei 
<AFB=-y, <PÄB==oc, <FBA^ß, ä' und p die 
Wechselwinkel von a und ß) also (x=^(x' und /? = /?% daher 

o^ + ß + y-o^' + ß^ + y-ilt. 

Die Winkelsumme im Dreieck ist also zwei Rechten 
gleich, wonach aus (2) das Weitere folgt. 

(3) läßt sich auch in der Form aussprechen: Ist ein 
Dreieck mit den Winkeln xßy gegeben, so kann man beliebig 
viele ihm nicht kongruente Dreiecke mit denselben Winkeln 
konstruieren. („Es gibt zueinander ähnliche Dreiecke**.) i) 

4. Durch drei Punkte, die nicht in einer Ge- 
raden liegen3 kann immer ein Kreis gelegt werden.') 

Hieraus folgt, wie wir zeigen wollen, daß zwei Gerade, 
die kein gemeinsames Lot haben, sich schneiden. 

Wir spiegeln P an gf und g^ und erbalten die Spiegel- 
bilder Pi und Pg. Da der Voraussetzung nach g und g^ kein 
gemeinsames Lot haben, liegen P, P^ und Pg nicht auf 
einer Geraden, also notwendig auf einem Kreis, dessen 
Mittelpunkt der Schnittpunkt von g und gf sein muß. g und 
gi schneiden sich also. 

Noch in vielen anderen Formen kann das Parallelen- 
postulat ausgesprochen werden, wie z. B.: Das Verhältnis 
des Kreisdurchmessers zum Kreisumfang ist unabhängig von 
der Große des Durchmessers usw. 

§ 3. Scheinbeweise des ParaUelenpostolats. 

Die Beweisversuche des Parallelenpostulats stellen sich 
die Aufgabe, das Postulat gewöhn lieh in anderer Form 
(vgl. § 2) zu beweisen mit HiKe von Kongruenzsätzen und 

^) Diese Form hat Wallis (1663) für das fünfte Postulat 
gewählt. (Vgl. Engel und Stäokel^ Theorie der Parallellinien. 
Leipzig 1895. S. 26.) 

*) In dieser Form suchte W. Bolyai, der Vater des Schöpfers 
der ;;absoluten Geometrie'^ das Parallelenpostulat zu beweisen. 
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6 Kapitel I. Das Parallelenpostulat und seine Scheinbeweise. 

anderen Mitteln^ die vom Parallelenpostulat unabhängig sind. 
Die manchmal ziemlich schwer aufzudeckenden Fehler in 
allen dieden Beweisen kommen meist auf eine versteckte 
Annahme des zu Beweisenden oder auf eine unvorsichtige 
Anwendung von Grenzbetrachtungen hinaus. 

1. Beweis, daß im Viereck mit drei rechten Win- 
keln der vierte Wijikel ebenfalls ein Eechter ist. ^) 

(Daß in einem Viereck derart der vierte Winkel nicht 
stumpf sein kann, wird später § 4, 2 streng bewiesen unter 
der oben (S. 1 Anm. 2) ausgesprochenen Annahme. — Es 
braucht also nur noch widerlegt zu werden, daß der vierte 
Winkel spitz ist, dann bleibt nur übrig, daß er ein Rechter 
ist, und dann ist das Parallelenpostulat nach § 2^ 2 bewiesen.) 

Gesetzt, es seien die drei Winkel MNT des Vierecks 
MNTS Eechte, 8 spitz. Wir fällen dann das Lot Tp 
auf SM und weiter pq auf TN, qp' auf SM usw. p liegt 
dann, wie leicht einzusehen, zwischen S und M, pf zwischen 
p und M usw. Die Punkte p , p' ... j?<"> büden — so schließt 
der Verfasser der von Gauß besprochenen Schrift — eine 
Folge, die sich dem Punkte M immer mehr nähert. Schließ- 
lich wird der Fall eintreten, daß ^<"> und g^*»> zu verschie- 
denen Seiten von NM liegen, und dann würden also durch 
den Schnittpunkt P von MN und ^(»)g<»») zwei Lote, eben 
PN und Pq^*^^ auf TN sich föUen lassen, was ausgeschlossen 
ist. Demnach muß die Hypothese des spitzen Winkels 
(S<90«) falsch sein. 

Fehler: Die Folge Tq^ q'..,q^^^ nähert sich zwar 
dem Punkt N immer mehr, es wird aber nicht gezeigt, daß 
sie ihn erreicht oder gar überschreitet. Dazu wäre der 
Nachweis notwendig, daß die Streckensumme Tq^**^ mit zu- 
nehmendem n schließlich größer wird als TN. — Bevor 
dieser Beweis erbracht ist, sind die Betrachtungen nicht 
zwingender, als wenn man schließen wollte: Die Folge 
1, 1 — ^, 1 — f, ... 1 — (w — l)/w . . . stellt immer kleiner wer- 
dende Zahlen dar, muß also schließlich negativ werden. 

2. DirekterBeweis durch Vergleich vonFlächen.^) 
Es soll gezeigt werden, daß die Gerade J. (7i , die mit 

») 0. F. Gauß, Werke Bd. Vm (Göttingen 1900) S. 172. 
(Besprechung einer Arbeit.) 

«) Nach Grelles Journal f. d. r. u. a. Math. Bd. 11 (1834), 
S. 198. 
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% S. Scheinbeweise des ParaUelenpostulats. 7 

dem gemeinBamen Lot ÄÄ^ von ÄC nnd Ä^ß^ einen 
Winkel bildet^ der kleiner als ein Bechter ist, hinreichend 
verl&gert^ ^i^i schneiden muß. 

Beweis: (Vgl. Fig. 3.) Wir tragen den Winkel CAC^ 
an CA wiederholt ab (n mal); so viel, bis der Schenkel A Cn 
außerhalb AAi liegt. Dann ist der Winkel CiAA^ kleiner 
als CACn, also auch die jedesmal von den beiden Schen- 
keln des Winkels begrenzte unendliche Sektorfläche. 
Nun machen wir AA^t gleich nmal AAiy der unend-* 
liehe Streifen CAA^Bn ist dann nmal so groß wie der 
unendliche Streifen CAAiB^f weil AA^=^n*AA^, Der 



% 



^ 



Bn 




Figa 

Sektor CACn = n'{CACi) ist aber größer als der Streifen 
CAAnBn, da dieser Streifen doch ganz innerhalb des Sek- 
tors liegt 
Also 

Sektor (7^ 0. > Streifen CAAnBn, 
daher 

Sektor C^Ci> Streifen CAA^B^. 

Das ist aber nicht möglich, wenn AC^ und A^B^ sich 
üicht schneiden; es kann doch die Fläche GAC^ die ganz 
innerhalb CAA^B^ liegt, wenn jene Geraden sich nicht schnei- 
den, nicht größer sein als der Streifen CAA^B^ . Also: AC^ 
und A^Bi müssen sich schneiden. 
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8 Kapitel L Das Parallelenpostulat und seine Scheinbeweise. 

Fehler: Der Vergleich unendlicher Größen, der hier 
zwar zu dem erwünschten EIrgebnis fuhrt Er ist aber un- 
haltbar^ was man am besten dadurch einsieht, daß man zeigt, 
er kann absurde Resultate ergeben. 

Es ist nicht gestattet^ z. B. den Flacheninhalt unend- 
licher Sektoren als meßbare, etwa den Winkeln proportionale 
Größe zu behandeln. 

Sei z. B. ÄOB ein spitzer Winkel (etwa 450), Ä'O'B" 
ein rechter Winkel. Konstruieren wir um als Mittel- 
punkt einen Kreis mit dem Eadius r, so wird der Inhalt 
des Sektors Ä^OB^ {OÄi^OB^=^r; A^ und B^ auf OA 
und OB gelegen) gleich ^r'^n. Jetzt erhalten wir, wenn 
wir bei entsprechender Konstruktion O A!\= ffBi^^r 
setzen, den Sektor AliC/Bi gleich -^r^n. Laßt man nun r 
über alle Grenzen wachsen, so bleibt dabei das Verhältnis 
der Sektoren 

Sektor A^OB^ 
Sektor ^K^jöi" 

umgeändert. Also ist der unendliche Sektor AOB dop- 
pelt so groß wie der unendliche Sektor A'OB . Anderer- 
seits sind (so wird wenigstens in dem Beweis angenommen!) 
die unendlichen Sektoren den Winkeln proportional, also 
käme heraus, daß ein Winkel von 45® doppelt so groß ist, 
wie ein rechter Winkel! 

Der Vergleich unendlicher Grrößen ist eben nicht ge- 
stattet^ da er, je nach der Art des Übergangs, auf wider- 
sprechende, verschiedene Resultate führen kann. Jeder 
Beweis also, der solche Vergleiche benutzt, ist unzuverlässig. 

3. Legendres Beweis, daß die Winkelsumme im 
Dreieck nicht kleiner als zwei Bechte ist. ^) 

Es soll unter der Voraussetzung, daß die Winkel- 
summe im Dreieck nicht größer als zwei Rechte ist,*) ge- 
zeigt werden, daß sie auch nicht kleiner sein kann. 

Gegeben sei das Dreieck ABC mit der Winkelsumme 
(die Winkel in Bogenmaß gemessen) n — e. 



^) Vgl. Legendre, ü^lements de g^ometrie, 3. Aufl. (1800.) 
Prop. XX. 

') Daß unter gewissen Voraussetzungen der Winkelsiunme 
im Dreieck nicht größer sein kann als zwei Kechte, wird in § 4, 2 
bewiesen. 
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§ 3. Scheinbeweise des Parallelenpostulats. 9 

Wir konstruieren über der Seite CB ein dem ersten 
Dreieck kongruentes Dreieck CBDj so daß GD=^ÄB, 
BD = AC ist In dem Viereck AB CD ist dann die Win- 
kelsumme 2{7t — €). Legt man durch D eine außerhalb des 
Dreiecks BCD verlaufende Gerade, die J.C in C^ AB 
in B^ trifft, so wird die Winkelsumme im Dreieck AB^ C^ 
gleich der Summe der Winkel in den vier Dreiecken ABCy 
BCD, BDB^y CCiDy vermindert um 3?r. Die Summe 
der Winkel in jedem der Dreiecke ABC, BCD ist jr — e, 
die in jedem der Dreiecke CD C^ und BDB^ auch kleiner 
als 7t y denmach hat AB^ C^ eine Winkelsumme 

Wiederholt man nun diese Konstruktion nmal, so wird 
das entstehende Dreieck eine Winkelsumme haben: 

Indem man n hinreichend groß wählt, käme dann für 
die Winkelsumme eine negative Zahl heraus, was nicht ein- 
treten darf. 

Fehler: Es ist hierbei vorausgesetzt, daß man durch 
die Punkte D , D^ usw. im Innern des Winkelraums immer 
eine Gerade legen kann, die beide Schenkel des Winkels 
trifft. Diese Ajanahme setzt aber geradezu das Parallelen- 
postulat voraus. 

Nehmen wir um dies zu zeigen der Einfachheit halber 
an, es sei AB gleich AC^ was keine Einschränkung ist, 
dann wird D auf der Mittellinie des Winkels A liegen. 

Gibt es nun, wie Legendre voraussetzt, durch D^ eine 
Gerade CiB'i die die beiden Schenkel des Winkels trifft, 
dann wird sicher das auf AD^ in D^ errichtete Lot die 
beiden Geraden treffen. Denn wenn CiBi nicht selbst 
mit diesem Lot zusammenfallt, so wird doch das Lot in das 
Dreieck AB\ Ci eintreten, es muß also (etwa durch B^ auf 
ABl zwischen A und JBi) auch meder austreten, i) und mit 
JBi ist auch Cj (symmetrisch zu B^ in bezug auf AD^ ge- 
legen) gegeben. 



^) Auch die Forderung, daß eine Gerade, die in ein Dreieck 
eintritt, wieder aus demselben austreten muß, hat Euklid still- 
schweigend angenommen. (Vgl. M. Pasch, Vorlesungen über 
neuere Gleometrie. Leipzig 1882. S. 21.) 
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10 Kapitel I. Das Parallelenpostulat und seine Scheinbeweise. 

Nun konstruieren wir weiter AB^D^C^ {C^D^^B^B^ 
^ A(\== AB^] B^B^^ ABl ; B^B^C^ ±AB^) und können, 
&Ils Legendr es Konstruktion erlaubt sein soll, dies Ver- 
fiihren bäiebig oft anwenden. Es wird dabei 

ABn = 2^2)n-i = 4 J.D„-2 . . . = 2*»-^^Di . 

Der Beweis fordert also^ daß das auf ABn ii^ B^ er- 
richtete Lot immer die beiden Geraden A G^ und A B^ trifft, 
und wir können diese Forderung auch so aussprechen: Ge- 
geben eine Gerade }>, eine zweite m, die mit ihr einen 
Winkel ^oi{<\7i) bildet. Wie weit man nun auch Bn auf 
m von A entfernt wählen mag, immer soll das in Bn auf m 
errichtete Lot die Gerade h in einem Punkt C« treffen. — 
Das ist aber gerade das Parallelenpostulat! 

Nicht in allen Scheinbeweisen liegen die Fehler so ein- 
fach zutage. Sie aufzudecken ist oft eine recht schwierige 
Aufgabe. Und wenn selbst alle Fehler in den ungezählten 
Mengen bisher veröffentlichter Arbeiten nachgewiesen wür- 
den, so bliebe doch vorläufig noch die Möglichkeit offen, ein- 
mal einen richtigen Beweis zu finden. 

Man muß, um solchen Versuchen den Boden zu ent- 
ziehen, ein anderes Verfahren einschlagen. Man muß, wie 
dies Gauß, Bolyai, Lobatschefskij^) u. a. getan haben, 
die Geometrie ohne Parallelenpostulat aufbauen und zeigen, 
daß sie frei ist von inneren Widersprüchen. 

(So hat Lindemann die Transcendenz der Zahl n be- 
weisen, und damit den berechtigten Versuchen, den Um- 
fang des Kreises bei gegebenem Durchmesser mit Hilfe von 
Zirkel und Lineal zu konstruieren, ein Ende gemacht; denn 
nachdem dieser Beweis vorliegt, müssen alle Konstruktionen 
Fehler enthalten, die das analytisch Unmögliche geometrisch 
liefern wollen.) 

Trotzdem werden die vergeblichen Versuche des Be- 
weises vom Parallelenpostulat und der Quadratur des Zirkels 
unermüdlich fortgesetzt. 2) 



*) Vgl. N. J. Lobatsohefskij; Zwei geometrische Ab- 
handlungen. Deutsch mit Anmerkungen von F. Engel. Leipzig 
1899. S. 311 — 318. Wir zitieren dieses Werk kurzweg mit „Lo- 
batschefskij^ 

') Wir wollen hier den heute noch geltenden Satz von 
H. Y. Helmholtz O^Über den Ursprung und die Bedeutung der 
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§1 IHe Legendreschen S&tze über die Winkelflumme im Dreieck. H 

§ 4. Die Legendreschen Sitze Aber die Winkel- 
summe im Dreieck. 

Es kann also das Parallelenpostulat nicht bewiesen wer- 
den; wohl aber hat Legend re richtig gezeigt, daß (unter 
Voraussetzung des Seite 1 Anm. 2 erwähnten Axioms) die 
Winkelsumme im Dreieck nicht größer als zwei Rechte sein 
kann, und daß, wenn sie in einem Dreieck diesen Wert hat, 
dies in allen Dreiecken der Fall ist. Zum Beweis dienen 
zwei Hilfssätze. 

1. Der Satz vom Außenwinkel und seine Fol- 
gerungen. 

Der Außenwinkel im Dreieck ABC muß größer sein als 
jeder der beiden nicht anliegenden Innenwinkel. 

Beweis: Man halbiere Ä C (AD = DC) und verlängere 
BD um seine eigene Länge bis jE?. 'Ea wird dann 

AADB^CDE 
und 

<DCE==<BAD. 

Da aber (zufolge des mehrfach genannten Axioms) E 
in dem Winkelraum liegt, der von der Seite 6 (= CA) des 
Dreiecks und seiner Verlängerung über A hinaus und von 
der Verlängerung der Seite a begrenzt wird, so ist ^D CE = oc 
kleiner als der Außenwinkel y', der Nebenwinkel von y. — 

Hieraus folgt z. B., daß die Summe zweier Winkel im 
Dreieck nicht größer als zwei Sechte sein kann. Es ist ja 
(in Bogenmaß ausgedrückt) 

und 

/>ß, 

also 

Weiter beweist man leicht, daß im Dreieck der 



geometrischen Axiome'*. Vorträge und Beden U. Braunschweig 
1884) anführen (a. a. O. S. 6): ,;Leider finden sich von Zeit zu 
Zeit auch immer wieder einzelne Grübler, welche sich so lange 
tind tief in verwickelte Schlußfolgerungen verstricken, bis sie die 
begangenen Fehler nicht mehr entdecken können und die Sache 
gelöst zu haben glauben. Namentlich der Satz von den Parallelen 
hat eine große Anzahl scheinbarer Beweise hervorgerufen." 
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12 Kapitel I. Das Parallelenpostulat und seine Scheinbeweise. 

kleineren von zwei Seiten auch der kleinere Win- 
kel gegenüberliegt. 

Wir tragen dann c(c<6) von A aus wi{ AC ab (bis D, 
so daß AD^AB ist, und D zwischen A und C liegt). 
Es sei 

AB=^c<l, 
so ist 

^BDA>y (als Außenwinkel) 
und 

<ABB = <AI)B\ 
endlich 

ßXABB, 

weil B zwischen A und C liegt. Hieraus folgt 

Ebenso leicht ist die ümkehrung des Satzes zu beweisen, 
nämlich der Satz, daß dem kleineren Winkel die kleinere 

Seite gegenüberliegt 
(und dem größeren die 
größere). 

Auf den Beweis die- 
ser einfachen Sätze ist 
hier deswegen zurück- 
gegangen worden, weil 
wirklich gezeigt wer- 
Fig. 4. den sollte, daß sie vom 

Parallelenpostulat un- 
abhängig sind. Wir können jetzt die Legendreschen Sätze 
beweisen. 

2. Die Winkelsumme im Dreieck kann nicht 
größer als zwei Rechte sein. 

Beweis (Fig. 4): Wäre in dem Dreieck ABC((X <ß<y) die 
Winkelsumme gleich n + e, so körmte man durch das fol- 
gende Schlußverfahren daraus ein Dreieck ableiten, bei dem 
schon die Summe zweier Winkel größer als zwei Rechte 
sein müßte. 

Man halbiere die Seite BC=a {BB = BC = \a) 
und verlängere AB um sich selbst bis C^ . Dann ist 
ABBC^^CBA, und daher die Winkelsumme in ABC^ 
dieselbe wie in ABC . Von den drei Winkeln des neuen 
Dreiecks ist der bei B{=ß + y) sicher der größte, femer. 
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§ 4. Die Legendreschen Sätze über die Winkelsumme im Dreieck. 1 3 

<BJ Ci^^AC^B, weil AB = c größer ißt als BCi(^b). 
Die Seite c ist nämlich, weil y'^ß, nicht kleiner als 6. 
Also ist jedenfalls in dem neuen Dreieck, wenn wir die 
Winkel BAC^y AC^B und C^BA mit «i , yi , ßi bezeichnen 

oc^<yi<ßi 
und da 

o^i + yi = oc 
yi+ßi>ß+Y + ^^> 

oder 

yi+ßx^^ + ^ — i^' 
Aus dem Dreieck ABC^ kann man nun ein neues ab- 
leiten mit derselben Winkelsumme n + e, bei dem aber die 
Ungleichheit besteht: 

Y2 + ß2^^ + ^ — i^' 

Nimmt man n hinreichend groß, so würde also 

yn + ßn>n. 

Das kann aber (nach 1) nicht eintreten, also kann in 
keinem Dreieck die Winkelsumme zwei Eechte überschreiten. 

3. Ist die Winkelsumme in einem Dreieck zwei 
Rechten gleich, dann in allen. 

Man kann leicht einsehen, daß jedes Dreieck A^B^ C^y 
das von dem gegebenen Dreieck umschlössen wird, die 
Winkelsumme n haben muß. Verbindet man nämlich jeden 
der Punkte A^Bi C^ mit zwei Ecken des gegebenen Drei- 
ecks, wobei keine dieser Verbindungsstrecken in das Dreieck 
A-^i Ci eintreten soll und von jeder der Ecken ABC zwei 
solche Strecken ausgehen, so erhält man 7 Dreiecke, deren 
Winkelsumme gleich ist der Summe der Winkel des ge- 
gebenen Dreiecks vermehrt um drei Vollwinkel (dreimal 
vier ßechte). Die Summe ist also In. Andererseits kann 
(nach 2) in keinem der Dreiecke die Winkelsumme größer 
als n sein; sie muß also in jedem gerade gleich n sein^ auch 
in A^B^C^. 

Nun kann man weiter Dreiecke von beliebiger Größe 
konstruieren, in denen die Winkelsumme zwei Rechte be- 
tragt. Nimmt man für A^B^G^ ein gleichseitiges Dreieck, 
so kann man aus diesem gleichseitigen Dreieck, das die 
Winkelsumme n hat, bei dem also der einzelne Winkel \n 
beträgt, gleichseitige Dreiecke mit beliebig großer Seite zu- 
sammensetzen, deren Winkelsumme ebenfalls gleich n ist. 
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14 Kapitel I. Das Parallelenpostulat und seine Scheinbeweise. 

Das erste dieser Dreiecke, B^C^A^ hat die doppelte Seiten- 
lange (2a) wie das gegebene Dreieck und entsteht, indem 
man B^Äi sowohl wie B^ C^ um sich selbst verlängert bis 
Ä2 bzw. C2 . BiCnÄn wird die n fache Seitenlänge haben. 
Nun kann man — unter Voraussetzung der Archimedischen 
Forderung — die Seite 2^a jedenfalls so groß wählen, daß 
ein beliebiges gegebenes Dreieck A^BC gaiiz innerhalb von 
BiAnCn liegt Dann muß aber auch im Dreieck A!B^O 
die Winkelsumme gleich n sein. 

Es ergibt sich also in der Tat, daß die Winkelsumme 
in jedem Dreieck gleich n ist, sobald dies auch nur in einem 
einzigen der Fall ist. 

Daraus ist dann (§ 2, 2) das Parallelenpostulat beweis- 
bar, und auch daß die Winkelsumme im nEck gleich 2n — 4 
Rechten (w — 2);7i ist. 

Mehr als diese beiden Legendreschen Sätze kann man 
aber ohne versteckte Benützung des Parallelenpostulats nicht 
beweisen. ^) 

Bemerkung: Durch eine ahnliche Betrachtimg ist leicht 
zu beweisen: Ist die Winkelsumme in jedem Dreieck klei- 
ner als zwei Rechte, so hat, wenn ein Dreieck das andere 
umschließt, das umschlossene die größere Winkelsumme. 

4. Der Nullwinkel. 

Verbindet man einen Punkt A einer Geraden mit einem 
außerhalb gelegenen Punkt P(PF±FA) und läßt nun den 
Punkt A sich in einer bestimmten Richtung auf FA fort- 
bewegen nach -4-1 , A2 usw., so wird PA dabei mit AF 
einen sich der Grenze Null nähernden Winkel bilden. 

Ist etwa AAi = PA , so ist nämlich 
^PA,A<i<PAF, 
woraus die Richtigkeit der Behauptung folgt. 

Wir entnehmen hieraus die Berechtigung, zu sagen: 
Die Gerade, der sich PA nähert, wenn A sich immer weiter 
entfernt, bildet mit AF einen Nullwinkel. 

^) Sehen vor Legendrehat z.B. Saccheri die Sätze 2 und 3 
vollkommen streng bewiesen. Er zeigt, daß ,ydie Hypothese des 
stumpfen Winkels", d. h. die Annahme, daß im Viereck mit drei 
rechten Winkeln der vierte stumpf ist, auf Widersprüche führt. 
Diese Hypothese deckt sich aber mit der Annahme, daß im Drei- 
eck die Winkelsumme größer als zwei Bechte ist. (Vgl S. 31 
bis 136 des oben S. 5 Anm. 1 genannten Buches.) 
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Kapitel II. 

Aufbau der Geometrie der hyperbolischen 

Ebene mit Hilfe der Kreisgeometrie in der 

euklidischen Ebene. 

§ 5. Über das AbMldnngSTerfahren im allgemeinen. 

Das in der Qeometrie so häufig angewendete Verfahren 
der Abbildung soll uns jetzt dazu dienen^ ein bestirumtes 
Bild der Geometrie ohne Parallelenpostulat, in der (§ 4, 2) 
die Winkelsumme im Dreieck kleiner als zwei Hechte ist, 
herzustellen. 

Man kann sich innerhalb eines gegebenen Rahmens sehr 
oft ßin Bild von Beziehungen verschafien, die der unmittel- 
baren Anschauung nicht zuganglich sind; ja dieses Ziel wird 
manchmal auf einem solchen scheinbaren Umwege besser 
erreicht, als wenn man sich die fremdartige Anschauung 
ohne dieses Hilfsmittel aufzuzwingen versuchen wollte. 

Stellen wir uns z. B. Wesen vor, die nur die (zwei- 
dimensionale) euklidische ~ Ebene kennen. Wie wird man 
ihnen ein Bild der Beziehungen verschaffen können, die im 
dreidimensionalen euklidischen Eaum zwischen Punkten, Ge- 
raden und Ebenen bestehen? 

Man kann dann durch folgende Konstruktion eine Be- 
ziehung zwischen der Raumgeometrie und der Geometrie 
der Kreise in der Ebene herstellen: Man jßllle von den 
Punkten (P) des Raumes die Lote (PP^^^z) auf die Ebene 
und konstruiere dann jedesmal um P^ als Mittelpunkt einen 
Kreis mit dem Halbmesser 0. Einem Raumpunkt entspricht 
dann ein Kreis, einer Geraden eine Schar von Kreisen, die 
zwei Gerade berühren usw. Es wird auch gelingen festzu- 
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16 Kapitel IL Aufbau der Geometrie. 

stellen^ welche geometrische Größe der EntfemuDg zweier 
Punkte entspricht usw. — Dieses Bild ist vollständ:^ durch- 
zuarbeiten und gibt dann zwar nicht die wirklidie An- 
schauung des dreidimensionalen Raumes^ wohl aber Bilder 
für samtliche im Räume möglichen Beziehungen. 

Ähnlich wollen wir hier verfahren. Doch nehmen wir 
dabei ein Bild zum Ausgangspunkt und weisen darin geo- 
metrische Beziehungen nach, die uns nun umgekehrt ver- 
anlassen ^ daraus rückwärts zu der Geometrie überzugehen. 
Später erst (Kap. III) soll die unmittelbare Anschauung ge- 
fordert werden ^) und die Entwickelungen dieser Forderung 
angepaßt. 

Außer dem Vorteil der leicht ermöglichten Anschauung 
des Bildes wird sich dabei noch ein anderer ergeben. Eine 
Reihe von Sätzen der neuen (hyperbolischen) Geometrie lassen 
sich so viel einfacher beweisen^ als wenn man diese Geo- 
metrie von Grund aus neu erbaut. Das ist ganz natürlich, 
denn bei jenem Bild hat man ja alle Sätze der euklidischen 
Geometrie zur Verfügung, die nur umzudeuten sind. 

Entwickeln wir nun das Hilfsmittel kurz: die Lehre 
von den Kreisbüscheln und Kreisbündeln der euklidi- 
schen Ebene. 

§ 6. Die yersehiedenen Arten von Erelsbflscheln. >) 

1. Die Kreiskoordinaten. 

Es sei 

K(x,y) = x^ + y^ — 2ax-'2by+p = 
die Gleichung eines Kreises in der euklidischen Ebene. 
a und b sind die rechtwinkligen Koordinaten des Mittelpunktes, 
jp ist die Potenz des Kreises in bezug auf den Koordinaten- 
anfang {x = y = 0), die eine einfache geometrische Bedeu- 
tung hat. 



^) Vgl. hierzu F. Hausdorff, Das Baumproblem (Ost- 
walds Annalen der Naturphilosophie UI. Leipzig 1903). Dort wird 
betont, daß eine solche Forderung berechtigt ist, d. h. daß ^^die 
Frage nach der Vorstellbarkeit der nichteuklidischen Geometrie 
unter geeigneten persönlichen Vorbedingungen entschieden zu 
bejahen ist". Er beruft sich dabei auf Helmholt z. (Vgl. die 
oben S. 10 Anm. 2 genannte Arbeit.) 

') Man vgl. hierzu § 23 v. Simon , Analytische Geometrie 
der Ebene. (S. S. VIII, S. 98—104.).) 
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§ 6. Die versehiedenen Arten Yon Kreisbüscheln. 17 

p ist das Produkt beider Abschnitte einer durch den 
Koordinatenanfang gelegten Geraden , jeder Abschnitt ge- 
rechnet von diesem Pui^t bis zu einem der beiden Schnitt- 
punkte mit dem Kreis. Wenn der Kreis den Punkt nicht 
enthält und nicht umschliefit, so ist p positiv und gleich 
dem Quadrat der Lange der Tangenten, die vom Punb; aus 
an den Kreis sich legen lassen. Ist p^Qy so liegt der 
Punkt auf dem Kreis , und p wird negativ, gleich dem 
negativen Quadrat der halben Sehne, die auf der Zentrale 
des Pqnktes senkrecht steht, wenn der Punkt innerhalb des 
Kreises liegt. 

Diese drei Größen a, h und p nennen wir Kreis- 
koordinaten, weil sie einen Kreis vollkommen bestinmien. 

2. Die Potenz des Kreises in bezug auf einen 
Punkt. 

Setzt man in die Kreisgleicbung ffir x und y die Ko- 
ordinaten x^y^ eines beliebigen Punktes ein, so bekommt 
man die Potenz. Dies zeigt folgende kleine Bechnung: 

Die Lange der Sekantenabschnitte s^ und s^ auf einer 
Geraden, die vom Punkte x^y^ ausgehend den Winkel « 
mit der positiven o^-Achse bUdet und den Kreis in den 
Punkten trüBTt: 

rci = :ro + ^1 cos a , yi == yo + 5i sin « , 

Äi ==iCo + «2 cos a ,yj ==yo + S2 8ina , 

wird bestimmt durch die quadratische Gleichung 

X(a?,y) = (a?o + scosa)* + {y^ + s^ sina)* — 2a{iFo + ««cosa) 

— 2&(yo + s-8ina)+p 

= K{xq , yo) + 2 s [(iPo — «) cos a + (yo — ^^^ «^1 + s^ = 0. 

Das Produkt Sj • 8^ der Wurzeln dieser Gleichung^ d. h. 
die gesuchte Potenz, ist daher 

5i.s, = ^(:ro,yo). 

Jetzt kann man leicht die Bedingung dafür aufstellen, 
daß zwei Kreise K^ und K^ mit den Koordinaten (fl^\Pi) 
und (a^i^P^) ^^oh senkrecht schneiden: Nehmen wir an, daß 
der Mittelpunkt eines jeden der beiden Kreise außerhalb 
des anderen Kreises liegt, so muß die Summe der Potenzen 
K^{a^h^ + E^[ayh^ nach dem Pythagoreischen Lehrsatz 
gleich dem Quadrat der Entfernung der Mittelpunkte sein, d. h. 

Liebmann, Nichtenklidische Geometrie. 7^ r^r^t-i\n^ 
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18 Kapitel II. Aufbau der Geometrie. 

oder 

i^i +JPt'- 2 («102+6162) = 0- 

3. Die verschiedenen Arten von Kreisbüscheln, 
unter einem Kreisbüschel verstehen wir die Gesamt- 
heit der Kreise {(i,b,p) deren Koordinaten gegeben sind durch 

Bezeichnen wir mit KQ(x,f/)=:0 und Ki{x,f/) = die 
Gleichungen der Kreise mit den Koordinaten a^^oPo ^^^ 
OibiPiy so haben die Kreise des Büschels also die Gleichung 

M^yy) = Y+J "" "^ 

wo X eine beliebige Konstante ist. 

Diese Erklärung zeigt aber, daß ein Kreisbüschel durch 

zwei ihm angehörende Kreise bestimmt ist. 

Wir unterscheiden nun drei Arten von Büscheln: 
Erster Fall. (Büschel mit reellen Grundpunkten.) E^s 

mögen Kq und Ki sich in zwei reellen Punkten schneiden. 

Das Büschel besteht dann aus der Gesamtheit aller Kreise 

K, die durch diese Punkte hindurchgehen. Denn für Kq = 

und -^1 = ist auch JSC=0. — Die Verbindungslinie der 

Schnittpunkte der Kreise hat die Gleichung 

Unter den Kreisen, die dem Büschel angehören, gibt 
es einen mit kleinstem Badius, der synunetrisch zu jener 
Verbüidungsgeraden liegt. Diese Gerade heißt auch Potenz- 
linie, weil für ihre Punkte die Potenzen E^{x,y) und 
Ki{Xff/) der beiden Kreise gleich groß sind. 

Zweiter Fall. (Berührungsbüschel.) Wenn Kq und 
Kl sich berühren, dann berührt jeder Kreis in diesem Büschel 
auch Kq und K^ in demselben Punkt 

Ist nämlich der Koordinatenaniang der gemeinsame 
Punkt, die a?- Achse die gemeinsame Tangente von Kq und 
Kl , so ist 
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§ 6. Die yerschiedenen Arten von Kreisbüscheln. 19 
und es wird also 

^(^,y)=^«+y^-2(^^±^)y-o, Ah. 

woraus die Behauptung folgt 

Die Potenzlinie ist in diesem Fall die gemeinsame 
Tangente. 

Dritter Fall. (Büschel mit Nullkreisen.) Haben Kq 
und Kl keinen reellen Punkt gemein^ dann gilt dies für je 
zwei Büschelkreise. Die Potenzlinie 

schneidet keinen Kreis des Büschels. Unter diesen Kreisen 
befinden sich zwei mit dem Radius Null. Sie sind gegeben 
durch 

r2 = a2 + 62_jp^0, 
oder 

{ao + XaiY + {bo + X\y--{Po + iPi){l+X)--0, 

Auf diese Art von Büscheln stößt man, wenn man die 
Kreise bestimmt, für deren Punkte das Verhältnis des Ab- 
Standes von zwei festen Punkten konstant ist: Es seien 
Pi (— a, 0) und Pj (^f 0) diese Punkte, dann kommt als Gleich- 
ung der Kreise, wenn YJl das Verhältnis der Abstände ist: 

Nullkreise, d. h. Kreise vom Badius Null des Büschels 
sind eben 'jene Punkte selbst. 

Auch die aus konzentrischen Kreisen gebildete Schar 
gehört hierher. 

Übrigens liegen in allen drei Fällen die Mittelpunkte 
a,6 der Kreise auf einer Geraden, gegeben durch die 
Gleichungen 

ao + Adj ^^bQ + Xbi 



"" 1 + X ' "~ 1+X ' 

die die Potenzlinie senkrecht schneidet. 

Die Potenzlinie gehört als ausgearteter Kreis dem 
Büschel auch mit an; man erhält sie, wenn man A = — 1 setzt. 

4. Orthogonalitätsbeziehungen. 
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20 Kapitel U. Aufbau der Geometrie. 

Wir wollen zuerst zeigen, daß ein Kreis (a^Vp') auf 
allen Kreisen eines Büschels senkrecht steht, sobald er 
zwei Kreise {OoioPo und dihiPi) senkrecht schneidet. 

Es folgt dies daraus, daB die beiden Gleichungen (§ 6, 2) 

y+Ä-2(a'ao + 6'6o) = 
und 

die GleichuDg 

l/+p — 2{a'a + Vh)^0 

nach sich ziehen, in der gesetzt ist 

a^ + Xa^ , bp + Xb^ Po + i,p^ 

"'■""T+T"' ^-"nTr"' ^-^+T-- 

Die Gesamtheit aller Kreise, die auf den Kreisen eines 
Büschels senkrecht stehen, bildet wieder ein Büschel; ist 
das erste Büschel eines mit reellen Grundpunkten, dann hat 
das zweite diese Grundpunkte zu Nullkreisen; ist das erste 
ein BerOhrungsbüschd, dann auch das zweite. 

Die Richtigkeit der Behauptung, daß die Orthogonal- 
kreise eines Büschels wieder ein Büschel ist, ergibt sich in 
folgender Weise. Es sei: 

p'{^+l) + {Po + ^Pi)-2[afao + Vbo + X{afa, + Vb,)] = 

für jeden Wert von X . ^ 

Dann erhält man die allgemeinsten Werte, die diese 
Gleichungen erfüllen aus zwei speziellen Wertsjstemen Oo hoPof 
aiVip/i indem man setzt: 

^^-i+TT' ^^T+TT^ ^—T+]r^ 

Im besonderen sieht man, daß die Orthogonalkreise 
des Büschels erster Art, dessen Gleichung immer in der Form 
angenommen werden kann: ^ 

x^ + y^-a^ + iy^O, 

die Gleichung haben 

(x-ay + y^ + fi[{x + ay+y^]^0, 

also ein Büschel dritter Art darstellen in Übereinstimmung 
mit dem Gesagten. 
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§ 7. Bas Kieisbündel. 21 

(Es wird: -a2 + a»-2(0-a^^^^-iA-0)-0.) 
Hierher gehört auch der Fdl der konzentrischeii Kreise 

bei denen das Orthogonalbüschel zu einem Geradenbüschel 
ausartet {x + /iy=0). 

Als Beispiel für den Fall des Berührungsbüschels 
nehme man 

a?« + y» — 2Ay — 

wozu die Kreise des Büschels 

^^ + y' — 2/ia: = 

alle senkrecht stehen. 

Die gemeinsame Tangente der Kreise des ersten Büschels 
im gemeinsamen Punkt (x^y = 0) ist die 2>Achse^ die des 
zweiten die y-Achse. 

§ 7. Die Kreisbflndel. 

1. Bündel und Potenzpunkt (Kernpunkt). 

Sind -Ki)(ao&oi^o)> ^li^hPi) ^^^ ^ii'^^tPi) drei nicht 
einem Büschel angehörige Kreise, so versteht man unter dem 
durch sie bestimmten Bündel^) die Gesamtheit der Kreise, 
deren Koordinaten gegeben sind durch die Gleichungen 

1+X + ßA ' 1 + X + ßZ ' 

P- l+X + fj, • 
Die Gleichung dieser Kreise hat also die Form 

Man sieht hieraus, daß drei beliebige dem Bündel an- 
gehörige Kreise, die nicht in einem Büschel angehören, 

*) Auch linearer Kreiskomplex genannt. S. S. VIII. 8. 98. 
Die hier gegebene Definition stinmit mit der a. a. 0. überein; es be- 
steht nämlich, wie die Elimination von A und fi zeigt, zwischen 
a, h und p eine lineare Beziehung. 
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22 Kapitel ü. Aufbau der Geometrie. 

das Bündel bestimmen. Sind nämlich diese drei Kreise ge- 
geben durch die Werte {X', ß/; l", /*"; A'", pC") der Parameter, 
denen die Werte a'yVyp' usw. der Kreiskoordinaten ent- 
sprechen, so kann, wie eine leichte Rechnung zeigt, jeder 
Kreis des Bündels auch in der Form 

"*" l+l + -ß ' ~ 1 + Ä + Ä* ' 



l+A + iS 

dargestellt werden, wo die neuen Parameter X und Ji linear 
gebrochene Funktionen von X und /i mit demselben Nenner 
sind. — 

Nun gilt der Satz: Alle Kreise eines Bündels 
haben für einen bestimmten Punkt dieselbe Potenz. 

Besteht nämlich für einen Punkt [x^y) die Gleichung 

so ist für diesen Punkt die Potenz eines jeden dem Bündel 
angehörigen Kreises 

Es gibt einen und nur einen solchen Punkt Würden 
nämlich die Gleichungen 

E^{x,y)-K^(x,y)==2{p^-a^)x + 2{b^-\)y+p^'-p^^O 

und 

J£j(a;,y)-Zo(^.y) = 2(asj-ao)a: + 2(62-6o)y+JPo-Ä=0 

für mehr als einen Punkt erfüllt sein, so müßten die durch 
diese Gleichungen bestimmten Geraden zusammenfallen und 
es wäre — entgegen der Annahme, daß die dreFKreise nicht 
einem Büschel angehören sollen — 

ao+A^ai , lo + X\ ^ Po + ^Pi . 

"^ — \+F~' ^^ l+A' ' ^^" 1 + X' • 

2. Die verschiedenen Bündelarten. 
Entsprechend der drei Arten von Büscheln (§ 6, 3) 
unterscheiden wir auch drei Arten von Büocheh i, je nach- 

6 a WS/)) 
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% 7. Das Kreisbündel. 23 

dem die Potenz negativ. Null oder positiv ist in dem Potenz- 
pankt 

Erster Fall: Ist die Potenz positiv, so Uegt der 
Potenzpankt außerhalb, aller Kreise des Bündels, £e alle 
ein und denselben Kreis senkrecht schneiden. Dieser Ortho- 
gonalkreis ist zugleich der Trager der Nullkreise des 
Bündels. Die verlängerten Radien dieses Kreises gehören 
dem Bündel als (ausgeartete) Kreise (Linearkreise) mit an, 
und der Mittelpunkt dieses Kreises ist der Potenzpunkt 
(Kern), sein Radius gleich der Quadratwurzel aus der gemein- 
samen Potenz. 

Beispiel: 

x^ + y^ — 2Xx + iLL=^0. 

Alle Kreise schneiden die ic- Achse (y=0) senkrecht, 
die in diesem Fall den (ausgearteten) Orthogonalkreis dar- 
stellt. Setzt man A = Ai:vi, iW«=/*i:i'i und Vi==0, so er- 
kennt man, daß die Parallelen zur y- Achse dem Bündel als 
ausgeartete Kreise mit angehören. Sind femer ao,0,jPo; 
^if^}Pi9^^f^fP% <^6 Koordinaten dreier Kreise des Bün- 
dels, so erhält man der in (1) angestellten Betrachtung ent- 
sprechend, in der Tat den allgemeinsten BGndelkreis in dem 
man setzt 

l+l + ß ' l+Ä + ^ü 

l+X + JL 

Die Nullkreise dieses Orthogonalbündels sind gegeben 
durch 

oder 

d.h. 

Der Orthogonalkreis ist also Träger der Nüllkreise. — 
Zweiter Fall. Das Nullbündel besteht aus allen 
Kreisen, die den Potenzpunkt enthalten, z. B. 

x^ + y^ — 2Xx — 2fjiy^0. 
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24 Kapitel II. Aufbau der Geometrie. 

Mtn kann es als eine Ausartung des Orthogonalbündels 
auffassen^ die entsteht^ wenn der Ordiogonalkreis den Badins 
Null hat. 

Wenn der gemeinsame Potenzpunkt sich ins Unend- 
liche entfernt, dum geht das Bündd in die Gresamtheit der 
G^eraden über. 

Dritter Fall. Haben alle Kreise in bezug auf einen 
Punkt dieselbe negative Potenz p, so besteht das Bündel 
aus der Gesamtheit aller Kreise, die den um den Potenz- 
punkt mit dem Halbmesser r^^/^p konstruierten Kreis 
(Diametralkreis) in gegenüberliegenden Endpunkten eines 
Durchmessers schneiden. (Das folgt aus der in § 6; 1 ge- 
gebenen Erklärung der Potenz.) i) 

Beispiel: 

Der Potenzpunkt fällt mit dem Koordinatenanfang 
x = y^O zusammen^ die Potenz ist negativ (— r*) und der 
Badius des Diametralkreises gleich r. Die Geraden durch 
den Koordinatenanfang gehören dem Bündel an. 

3. Beziehung zwischen Büschel und Bündel. 

Aus der Definition von Bündel und Büschel folgert 
man leicht: 

Zwei Kreise^ die einem Bündel angehören, be- 
stimmen zusammen ein Büschel, das dem Bündel an- 
gehört. 

Ist nämlich 

OQ + kia^ +fiia^ fe ^ h + Kh+f^^ 

"*• 1+Xi + fJ^i ' ' l+k + fH ' 

^=HtXT^(^-3,4) 

J- + >w + /^ 
und 

"^^ 1 + A ' ^~ l+k ' ^"" 1+X ' 
so läßt sich jeder Kreis des Büschels in der Form 



^) Ein Diametralbündel mit dem Diametralkreis CL,h,p^ 
a'-|-&' — r' kann auch als Orthogonalbündel mit dem imaginären 
Orihogonalkreis ayhfP^=^a^'\-h'^-\'r^ aufgefaßt werden. 
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§ 8. Die KreisYenrandtsohaften. 25 

1+Ä + iü 
usw. darstellen. 

Das Nullbündel enthalt lauter Büschel erster und zweiter 
Art, wobei jedesmal der eine Grundpunkt mit dem Potenz- 
punkt zusammenfallt, das Diametralbündel lauter Büschel mit 
reellen Grundpunkten, das Orthogonalbündel alle drei Arten 
von Büscheln. (Z. B. enthalt das oben in 2 (erster Fall) 
als Beispiel angeführte Orthogonalbündel alle Scharen kon- 
zentrischer Kreise, deren gemeinsamer Mittelpunkt auf der 
a>Ach8e liegt) 

Zwei Bündel, die nicht zusammenfallen, haben 
ein Büschel gemein. 

Man kann nämlich immer leicht zwei Kreise angeben, 
die für die Kernpunkte der Bündel die vorgeschriebenen 
Potenzen haben, indem man die Gleichungen 

durch zwei Wertsysteme {abp) erfüllt; alle Kreise die dem 
durch diese Kreise bestimmten Büschel angehören, bilden 
dann ein Büschel, das beiden Bündeln angehört. 

(Die Verknüpfung zwischen Kreisen, Büscheln und 
Bündeln in der euklidischen Ebene, gehorcht genau den- 
selben Gesetzen, wie die zwischen Punkten, Geraden und 
Ebenen des euklidischen Baumes.) 

§ 8. Die Kreisverwandtschaften. ^) 

1. Allgemeine Form der Kreisverwandtschaft. 

Wir suchen nach Punkttransformationen der euklidischen 
Ebene, die jeden Kreis wieder in einen Kreis überführen, 
die Geraden mit eingerechnet als Kreise mit unendlich großen 
Radien. 

Schreiben wir zu diesem Zweck die Gleichung der Kreise 
in der Form 

wobei £! = x + iy, c = a + ib gesetzt ist und allgemein Ji die 
zu fi konjugiert imaginäre Größe bedeutet. Soll die bilineare 

») Vgl. hierzu S. S. Vin, S. 104 flF. 
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26 Kapitel IL Aufbau der Geomeiarie. 

Gleichung, die einen Kreis darstellt, wieder in eine biliseare 
Gleichung übergehen^ so hat die (reelle) Transformation die 
Form 1) 

^^^-:j7JrX' ^^^^^TT^ (a(J-/?y^O) 
wovon die Auflösung lautet 

— y^i + oc — y^i + a 

(Soll die Transformation reellen Wertsystemen x, y wie- 
der reelle Wertsysteme x^y^ zuordnen, so müssen e^ und 
Zi konjugiert imaginäre Zahlen sein, daraus ergibt sich die 
Formel für z^ von selbst, wenn die für z^ gegeben ist.) 

2. Die Zusammensetzung der Kreisverwandt- 
schaften. 

Die durch die Formel 

^_ccz + ß 



gegebene Kreisverwandtschaft ist zusammensetzbar aus 

d. h. aus einer hinreichenden Anzahl einzelner Transforma- 
tionen von der Gestalt 

1 

e^^oi-\-Zy z^=^oi*Zy Zi = — . 

z 

Hierzu hat man unter Umstanden noch die Spiegelung 
an der or-Achse zu fügen 

Die Transformation 

^1 = 7 + ^ {y = oc + iß) 



^) Sie kann auch die Form haben 

Zi = ^z 



die aber, wenn man die Spiegelung an der a?- Achse: "^z^^z^Sf 
hinzufügt, auf die erste zurückgeführt ist. . 
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. § 8. Die Kreisverwandtschaften« 27 

oder 

Vi-ß + y 

bedeutet eine Parallelverschiebung. 
Die Transformation 

schreibt sich, wenn wir setzen 

y ==. c(cos 9? + i sin cp) 

Xi + iy^ = c{x + iy) (cos (p + i&inq)) = c{xcos(p — y sin 9?) 
+ i • c(x sin^? + y cos 9?) 
oder 

x^ = c{x co8(p—y8m(p) , 
y^=c{x8m(p + ycoB(p) 

und sie bedeutet eine Drehung um den Koordinatenanfang 
in Verbindung mit einer Vergrößerung der Eadien im Ver- 
hältnis l:c. 

Wir bemerken, daß den bisher genannten Transforma- 
tionen u. a. die folgenden Eigenschaften gemeinsam zukom- 
men: Sie verwandeln nicht nur alle Kreise wieder in 
Kreise, sondern auch Kreisbüschel und Kreisbündel wieder 
in Büschel und Bündel derselben Art; auch sind sie winkel- 
treu, d.h. der Winkel, den zwei von einem Punkte aus- 
gehende Geraden bilden, bleibt ungeändert. 

3. Die Inversion (Transformation durch rezi- 
proke Radien). 

Bei der Inversion, die durch die Gleichungen 

gegeben ist, und sich auch schreiben läßt 

X 



^^ x'^ + y^' ^^ x^ + y^' 

bleiben die Punkte auf den Strahlen, die sie mit dem Ko- 
ordinatenanfang verbinden und die neuen Radien 
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28 Kapitel IL Aufbau der Geometrie. 



werden gleich den reziproken ihrer ursprünglichen Werte. ^) 
Ein Kreis mit den Koordinaten a, b,p verwandelt sich^ 
wie die transformierte Kreisgleichung 






oder 



,^ j 2a 26 , 1 - 



zeigte in einen Kreis mit den Koordinaten 
a ^ , i 1 

Der Inversionskreis (a=6=«0, |)= — 1) geht in 
sich selbst über, auch jeder Kreis {p = 1), der ihn senkrecht 
schneidet. Kreise (i)=0) durch den Koordinatenanfang 
verwandeln sich in Gerade usw. 

Ein Kreisbüschely gegeben durch 

"^^T+Ä"' *^7i+r^ ^^T+T 

verwandelt sich in eine Schar von Kreisen, g^eben durch 



<h 



p p' + Xp'' 1+^ 



b ^ V + XV\ h[ + iLiM 



Pi 



^ 1 + X ^ p\ + iip'i 



*) Vgl. S. S. XLTV, (V. und K. Kommerell, Allgemeine 
Theorie der Baumkurven und Flächen) S. 51. Die Formeln (2) 
sind zu ersetzen durch: 

. . a« . «« 

^"^^y^:;. — 77"» x—%y= 
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§ 8. Die KreisTerwancltsohafien. 29 



dabei ist 
und 



/«= 


P' 


-f 


«i'=^, 


«=^- 


^ = F^^ 


^-h 


^=^- 



Diese Schar stellt aber wieder ein Kreisbänd^ dar. 
Ebenso kann man nachweisen^ daß ein Bündel wieder in ein 
Bündel übergeht. 

Jeder Punkt (al^sehen vom Koordinatenanfang) geht 
wieder in einen bestimmten Punkt über, und zwei verschie- 
dene Punkte verwandeln sich in verschiedene Punkte. Wir 
folgern daraus weiter, daß ein Büschel sich immer in ein 
Büschel derselben Art verwandelt, und daß dies auch für 
die Kreisbündel gilt. 

Zum Beispiel verwandelt sich das Nullbündel von Kreisen, 
dessen Potenzpunkt der Koordinatenanfang ist, in das aus- 
geartete NuUbündel (vgl. zweiter Fall § 7, 2), das aus allen 
Geraden der Ebene besteht. 

Das (Orthogonal)-Bündel aller Kreise, die die ar-Achse 
senkrecht schneiden 

verwandelt sich in das Bündel 

X . 1 

i" i" i" 

oder 

d. h. es geht in sich selbst über. 

Daß auch diese Abbildung winkeltreu ist ebenso wie 
die in (2) betrachteten, zeigt eine einfache geometrische 
Überlegung. Man lege durch den Punkt P die beiden 
Kreise, die zwei gegebene Tangenten ^ und ^ in P be- 
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rühreD und deren Potenz im Koordinatenanfang gleich dem 
Quadrat des HalbmeBsers des Inversionskreises ist. Die 
Kreise gehen in sich selbst über, da sie den Inversions- 
kreis senkrecht schneiden (s. oben § 7, 2 erster Fall) und P 
verwandelt sich in den zweiten Scmnittponkt P' der beiden 
Kreise. Da diese aber sich in P und P' unter demselben 
Winkel schneiden^ und den Richtungen in P (durch die 
Tangenten ^ und ^2 gegeben) die Richtungen der Kreistan- 
genten ^ und ^ in JP entsprechen, so sieht man, daß der 
Winkel zwischen ^ und ^ gleich dem Winkel zwischen ft 
und ^ ist, d. h. die Transformation ist winkeltreu. 

§ 9. Eine Abbildung der euklidischen Ebene in sich. 

1. Das Ubertragungsprinzip. 

Nachdem wir die Kreisverwandtschaften in einfache 
Elemente zerlegt und dadurch ihre Haupteigenschaften kennen 
gelernt haben, wollen wir jetzt die zuletzt besprochene 
Transformation durch reziproke Radien anwenden, um die 
euklidische Ebene in sich abzubilden. Mit dem dabei ent- 
stehenden Bild wollen wir lernen umzugehen, als ob es die 
euklidische Geometrie selber wäre. 

Da die Transformation winkeltreu ist, so haben wir in 
den Winkeln genau die Winkel der euklidischen Geometrie 
vor Augen. Die Geraden aber erscheinen im Bilde als 
Kreise durch den Koordinatenanfang, Kreise wieder als 
Kreise (nur die nicht durch den Koordinatenanfang gehen- 
den Geraden sind als Kreise aufzufassen). 

Wie erscheinen z. B. konzentrische Kreise, die den Mittel- 
punkt P haben im Bild? Die Geraden durch P bilden 
sich ab auf ein Büschel mit zwei reellen Grundpunkten 
(Koordinatenanfang) und P', jene Kreise daher auf ein 
Büschel mit zwei Nullpunkten und P^. Beide Büschel sind 
zueinander orthogonal. 

Parallele Gerade ergeben, wie man sich leicht überzeugt, 
Kreise eines Berührungsbüschels, die im Punkte eine ge- 
meinsame Tangente, parallel der vorgeschriebenen Richtung 
haben. So werden z. B. aus den euklidischen Parallelen 

X = konst. = X 
die (Pseudo-)Parallelen 
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§ 9. Eine Abbildung der euklidischen Ebene in sich. 31 

Anmerkung: Man kann in diesem geometrischen Bilde 
nun auch alle elementaren Aufgaben der euklidischen Geo- 
metrie zu lösen versuchen. 

So verwandelt sich die Aufgabe: Durch einen Punkt 
zu einer gegebenen Geraden die Parallele zu ziehen in die 
folgende: Durch einen Punkt einen Kreis zu legen ^ der 
einen gegebenen Kreis in einem bestimmten Punkte berührt 

Um von einem Punkt aus auf eine gegebene (Pseudo-) 
Gerade (9O das Lot zu fällen, hat man femer durch F und 
einen Kreis zu legen, der einen gegebenen durch gehen- 
den Kreis senkrecht schneidet. Man wird in auf der 
Tangente von g' das Lot errichten. Der Kreis, der in 
dieses (geradlinige) Lot berührt und durch P geht, ist das 
gesuchte Lot. 

In dieser Weise kann man die ganze euklidische Geo- 
metrie behandeln, und es empfiehlt sich, mögliehst viele 
Beispiele durchzugehen, um die mit der ungewohnten Vor- 
stellung der Pseudogeraden (des einem Nullbündel aogehöri- 
gen Kreises) genau so leicht umgehen zu können, wie mit der 
euklidischen Geraden. 

2. Die Bewegungen. 

Wir wollen nun noch sehen, durch welche Formeln die 
den Bewegungen entsprechenden „Pseudobewegungen" dar- 
gestellt werden. 

Die Gesamtheit der Bewegungen wird in der gewöhn- 
lichen Geometrie durch die Formel 

g^e^v^ + y 
dargestellt. Setzt man nämlich hierin 

so kommt die bekannte Darstellung: 

a? =* f C0S9? — iy sin9? + a , 
y = f sin9? + fjCOQg? + ß . 
Dieser Transformation entspricht, wenn man 

setzt, 
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32 Kapitel II. Aufbau der Geometrie. 

1 e^f . 

oder 



Zeigen wir jetzt, daß bei den Pseadobewegungen, wie 
es der Fall sein muß, die Pseudoentfemung zweier Punkte 
auch wirklich ungeändert bleibt. 

Die wirkliche Entfernung zweier Punkte {afy if\ af', y") 
ist gegeben durch 

Daraus folgt für die Pseudoentfemung 



"''"Ir^wU"/)' 



Setzt man hierin 



1 c**' . 1 e-^'P , _ 

so verwandelt sich r^ in 

''Kp-FH(p-^)=(p-F)(?-'-f)' 

d. h. die Pseudoentfemung ist in der Tat eine Invariante. 

3. Maßbestimmungen. 

Wir wollen auch Bogenelement und Flächenelement 
in unserer Pseudogeometrie berechnen. In der euklidischen 
Geometrie ist die quadratische Dififerentialform für das 
Bogenelement 

ds^ = dx^ + dy* = d{x + iy)d{x — iy) = d0*d0. 

In der neuen Geometrie hat man daher 



-=4W^=^^ 



oder^ wenn man statt Xi und y^ wieder x und y schreibt 

ds 



da- 
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§ 9. Eine Abbildung der euklidischen Ebene in sich. 33 

Man sieht hieraus z. B.^ daß der Koordinatenanfang 
kein — im Sinne der neuen MaBbestimmung — im Endlichen 
gelegener Punkt ist^ denn 

ds 



M^. 



i¥ächst über alle Grenzen ^ wenn man das Integral bis zum 
Punkte x = Oj y=0 hin erstreckt. 

Femer beachte man, daß dieses Integral bei Pseudo- 
bewegungen eine Invariante ist: Ersetzt man in 

, , d5d0 



1 , , e-^v , _ 



und 



durch 



7 



y durch -j-+y^ 



so ändert sich die Formel nicht. 

Zeigen wir endlich noch, daß die Pseudogeraden in der 
Maßbestimmung kürzeste Verbindungslinien zwischen je 
zweien ihrer Punkte sind: 

Wir können durch eine Pseudobewegung eine gegebene 
Pseudogerade, d. h. einen Kreis durch den Koordinaten- 
anfang in eine wirkliche Gerade verwandeln. 

Der Kreis z. B.: 

^* + y ^ + 2 a a: = je? . ]l + a (jef + i) = 
oder 

wird, wenn man in der Gleichung so transformiert 

1.1 ' (a.k.^=«, ,= -•) 

jgf C 2a V ^ ' 2 a/ 

übergehen in 

-i + i = oder f = 0. 
Daß aber für zwei Punkte auf demselben Strahl durch 

Liebmann, NichteukUdiache Geometrie. ^.^.^^^^ by^OOQlc 
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r ^g 
das Integral i ^ ^ am kleinsten wird, wenn man es längs 

der Geraden selber erstreckt, ist unmittelbar ersicbtiich. 

Für das Flächenelement in der neuen Maßbestim- 
mung bekonmit man aus 

dt = dxdy 

mit Berücksichtigung der Maßbestimmung des Bogenelements 
die Formel 



und daher 



dxdy 



f'=ih 



(a;2+y2)2- 



Wir wollen eine kleine Anwendung davon machen, die 
zugleich als Bestätigung dieser Formel dienen mag. In der 
euklidischen Geometrie ist der Inhalt des Kreissektors mit 
dem Badius r und dem Zentriwinkel <p einfach ^r^tp» 

Der Pseudoinhalt der entsprechenden Fläche muß nun 
denselben Wert haben. Die Radien des entsprechenden 
Kreises seien Strahlen durch 0, der Radius hat dann (im 
euklidischen Maß) den Wert l:r, die Fläche wird von 
einem Stück Peripherie entsprechendem Zentriwinkel <p und 
den Verlängerungen der Radien gebildet, sie ist in eukli- 
dischem MaJBe unendlich groß. 

Der Pseudoinhalt wird aber 



f f dxdy f f Q dfpdQ J 1 r r« 



So einfach dieses Beispiel ist, so weist es uns doch 
auf einen Weg hin, manche bestimmte Integrale auszurech- 
nen: Geht man von einer Figur zu der entsprechenden 
über, so gewinnt der Flächeninhalt oder ein anderes über 
die Fläche erstrecktes einfaches Integral eine neue Gestalt, 
ändert aber natürlich seinen Wert nicht. Man bekommt 
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§ 10. Die GruDdlagen der hyperbolischen Geometrie. 35 

ein scheinbar kompliziertes Integral^ das sich leicht aus- 
werten läßt.^) 

Zeigen wir zum Schluß noch, daß das Integral 

dxdy 



JJ(a 



bei allen Pseudobewegungen ungeändert bleibt. 
Aus den Gleichungen 

1 p — ^v 1 P~**P 



x+iy 1 + *»? x — iy i — it] 

folgt, wenn man setzt 

x^ + y^^ee = r', f» + i?» = CC = e* 
nach bekannten Regeln über Doppelintegrale leicht: >) 

fi dxdy _ CrdHnl _ f fdjdfi d(x,y)\ 
JJ r* -Jj e* \~JJ r* 'S(i,fi))- 
Bilden wir nämlich die Funktionaldeterminante 

dx dy dy dx _d{x,y) 

so erhalten wir 

S{x,y) ^ d(x,y) d(z,0) a(C,C) ^ i ^''^' / o,W — 

und hieraus die Formel für den Flächeninhalt nach der 
Pseudobewegung. 

§ 10. Die Orundlagen der byperbolischen Geometrie. 

1. Ausgangspunkt.^) 

Wir haben im vorigen Paragraphen die Geometrie der 



^) In der hyberbolischen Geometrie gelangt man auf 
diese Weise zu interessanten Integralen. — Vgl. N. J. Loba- 
tschefskijs Anwendung der imaginären Geometrie auf einige 
Integrale. (Elasan 1836.) Deutsch herausgegeben mit Anmer- 
kungen in Teubners Sammlung von Abhandlungen der Ge- 
schichte der Mathematik. Heft XIX. (Leipzig 1904.) 

*) Vgl. Sammlung Schubert Band XI. F. Meyer, Integral- 
rechnung. 

*) Vgl. Note VI in F. Kl ein 8 „Vergleichenden Betrachtungen 
über neuere geometrische Forschungen" (Erlangen 1872). Wie- 
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36 Kapitel II. Aufbau der Geometrie. 

euklidischen. Ebene; insbesondere die der Greraden^ auf die 
der Kreise eines Nullbündels abgebildet. Umgekelui^ wollen 
wir nun die Geometrie der Kreise eines Orthogonalbün- 
•dels als Ausgangspunkt wählen und aus ihr die hyperbo- 
lische Geometrie ableiten^ d. h. die Geometrie, wo das Paral- 
lelenpostulat nicht erfüllt ist und die Winkelsunmie im 
Dreieck kleiner ist als zwei Bechte (§ 4^ 2). Es wird sich 
Schritt für Schritt ergeben^ daß bei Aufstellung geeigneter 
Definitionen dieses Verfahren berechtigt ist. 

Das Orthogonalbündel soll aus allen Kreisen bestehen^ 
die die a;-Acbse senkrecht schneiden (§ 7, 2 erster Fall). 
Als Gerade oder Pseudogerade führen wir eben diese Kreise 
ein, soweit sie oberhalb der ii>-Achse gelegen sind. Es ge- 
hören also auch die Halbgeraden x= constans (y > 0) mit dazu. 
Nur die Punkte werden mit zur Geometrie gerechnet^ die 
oberhalb dieser Achse liegen, für die also y größer als Null 
ist. Die hyperbolische Ebene erscheint dann als unbegrenzte 
einfach zusammenhängende Fläche, wenn wir durch Defini- 
tion festsetzen, daß die Punkte der ^r-Achse nicht als im 
Endlichen gelegene Punkte betrachtet werden sollen (so 
wie oben § 9, 3 Seite 33 im Bild der euklidischen Geo- 
metrie der Koordinatenanfang anzuschließen war). Die Winkel 
zwischen zwei Strahlen soUen in unserem Bild, das setzen 
wir gleichfalls fest, mit dem euklidischen Maß gemessen wer- 
den. (Vgl. § 9, 1 am Anfang:-) 

2. Die Winkelsumme im Dreieck. 

Zeigen wir zunächst, daß die Grundforderung erföllt 
ist, nämlich daß die Winkelsumme im Dreieck kleiner als 
zwei Rechte (n) ist. 

Formulieren wir diese Behauptung im Sinne der Kreis- 
geometrie, so besagt sie: Drei Kreise eines Orthogonal- 



der abgedruckt in Band 43, S. 63—100 der Math. Annalen (Leipzig 
1893). Eine ähnliche Darstellung der hyperbolischen Geometrie, 
wobei die Geraden als auf der x^ -Ebene senkrecht stehende 
Halbkreise, die auf einer Halbkugel liegen, erscheinen, findet sich 
t>ereits in Beltramis Teoria degli spazii di curvatura costante. 
Annali di Mat. 8er. 11, Tomo II, S. 232—255 (Milano 1868 bis 
i869). (Die Halbkugel als Pseudoebene wird weiter unten § 15, 1 
l>esprochen.) — In Zusammenhang mit der Funktionentheorie haben 
diese Vorstellung gebracht F. Klein (vgl. z. B. Fr icke und 
Klein, Automorphe Funktionen I [Leipzig 1897] S. 26—30) und 
H. Poincar^ (Acta m^thematioa I [1883J S. 6—9). 
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§ 10. Die Grundlagen der hyperbolischen Geometrie. 37 

bündeis bilden ein Dreieck, in dem die Winkelsmnme kleiner 
als n ist. Dabei ist unter den verschiedenen Dreiecken, die 
drei Kreise dieser Art bilden, eines der beiden zu wählen^ 
dessen drei Ecken alle auf der einen Seite des Orthogonal- 
kreises liegen. 

(Es ist erlaubt, ganz allgemein von einem Orthogonal- 
bündel zu reden, denn das spezielle, bei dem der Orthogonal- 
kreis eine Gerade ist, kann immer durch Kreisverwandt- 
schaft — bei der die Winkel ungeändert bleiben (§ 8, 2 und 3 
am Schluß) — in ein Bündel mit beliebig gegebenem Ortho- 
gonalkreis verwandelt werden.) 

Seien jetzt \,\j h^ drei Kreise eines Bündels mit dem 
Orthogonalkreis h . Wir verwandeln durch Inversion, indem 
wir zum Inversionszentrum etwa den einen Schnittpunkt 
von h^ und k^ nehmen, \ und Tc^ in zwei Gerade Vi und Ä)) . 
Ä verwandelt sich in einen Kreis Vy der Vx und JJ senk- 
recht schneidet, also zum Mittelpunkt hat; hz in einen 
Kreis AJ, der lif senkrecht schneidet, also seinen Mittelpunkt 
außerhalb von Ä/ hat. Dann entsteht aus dem gegebenen 
Dreieck also ein Dreieck, das von zwei Geraden und einem 
gegen den Schnittpunkt der Geraden konvexen Kreis- 
bogenstück begrenzt ist, dessen Winkelsumme also kleiner 
als zwei Rechte ist. Die Winkel des gegebenen Dreiecks 
sind denen des verwandelten aber gleich (§ 8, 3). 

Also: In jedem Dreieck ist die Winkelsumme 
kleiner als zwei Rechte. 

3. Weitere Ausführungen. 

Es wäre nun des weiteren zu zeigen, daß die euklidi- 
schen Postulate mit Ausnahme des fünften hier erfüllt sind, 
desgleichen die Axiome. Indem wir uns das übrige vor- 
behalten, bis die Längenmaßbestimmung eingeführt ist (§11, 2), 
machen wir doch auf einige Beziehungen aufmerksam: Durch 
zwei Punkte ist eine Pseudogerade vollkommen bestimmt; 
denn zwei Punkte oberhalb der ^- Achse legen einen Kreis, 
dessen Mittelpunkt auf dieser Achse liegen soll, eindeutig fest. 

Femer sehen wir, daß ein begrenztes Stück einer Ge- 
raden sich stetig verlängern läßt und zwar unbegrenzt, d. h. 
in unserem Bild kann man jedes Stück der Peripherie eines 
Kreises, der die ic- Achse senkrecht schneidet, wenn es ober- 
halb der Achse liegt, immer noch verlängern, ohne die Achse 
zu erreichen. (Die Maßbestimmung ist nach 1 so gewählt, 
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38 Kapitel II. Aufbau der Geometrie. 

daß man bei YerlängeruDg um ein endliches Stück die a;- Achse 
nie erreicht.) 

4. Die Parallelen in der hyperbolischen Geo- 
metrie. 

Man bemerkt sogleich einen wesentlichen Unterschied 
zwischen unserer Geometrie und der euklidischen. Es gibt 
jetzt durch einen Punkt P außerhalb einer Pseudogeraden 
nicht nur eine Pseudogerade die die gegebene nicht trifft, 
sondern unendlich viele. Die nicht treffenden Pseudogeraden 
h sind in einem Winkelraum zwischen zwei Pseudogeraden 
\ und Äg enthalten, die wir als Pseudoparallelen be- 
zeichnen, oder von denen wir sagen: sie haben mit g je ein 
Ende (E^ oder E^) gemein. Keine der in dem Winkelraum 




Fig. 5. 

liegenden Pseudogeraden kann g treffen, da keine (nach 3) 
mit h^ und J^ außer P noch einen Punkt gemein haben 
kann. Diese beiden (Pseudo)parallelen erhält man auch, in- 
dem man P mit einem Punkt von g verbindet und diesen 
Punkt auf g nach der einen oder andern Seite hin immer 
weiter hinausrücken läßt, als Grenzgeraden zwischen den 
schneidenden und den nicht schneidenden. Sie schließen mit 
g den Nullwinkel {§ 4, 4) ein. 

Fällt man von P aus das Lot auf ^, d. h konstruiert 
man den durch P gehenden, g senkrecht schneidenden Kreis 
(Z), dessen Mittelpunkt auf der Achse liegt, so halbiert 
dieses Lot den Winkel zwischen den zwei Pseudo- 
parallelen. fHihrt man nämlich mit P als Inversions- 
zentrum die Inversion aus, so werden h^ imd h^ in zwei 
Strahlen durch P übergehen, die a:-Achse in einen Kreis a' 
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mit P als Mittelpunkt, g in eiuen Kreis gf , der von Ai und 
h% in den Schnittpunkten mit a' berührt wird, und l in eine 
Gerade Vy die von gf unter rechtem Winkel getroffen wird. 
Diese Gerade V halbiert den Winkel zwischen Äi und h^. In- 
dem wir nun die Abbildung wieder rückgängig machen und 
beachten, daß dabei die Winkel erhalten bleiben, sehen wir, 
daß dem Lot die ausgesprochene Eigenschaft zukommt. 

Anmerkung: Alle Lote auf der x-AxAa&e bilden auch 
in der hyperbolischen Geometrie eine Schar von Parallelen; 
man erhält sie, wenn man das gemeinsame Ende E auf der 
Achse unb^renzt weiter rücken läßt 

§ 11. Winkeltreue Transformationen, die Gerade in 
Gerade flberfflliren (Bewegungen). Die Zyklen. 

1. Die Bewegungen. 

Vorläufig haben wir nur gezeigt, daß die allgemeinen 
Yerknüpfungssätze zwischen Punkten und Pseudogeraden in 
dem geometrischen Bild bestehen. Um dem Ziel einer voll- 
ständigen Geometrie näher zu konmien^ müssen wir vor 
allem eine Maßbestimmung einführen. Für Winkel ist 
sie schon festgelegt (§ 10, 1 am Schluß); für pseudogerad- 
linige Strecken wird dies auch gelingen, wenn wir von den 
Bewegungen ausgehen. 

Die Bewegung muß in unserem Bild sich als eine 
winkeltreue Punkttransformation darstellen, bei der jeder 
Punkt des Feldes, d. h. jeder Punkt, für den y größer als 
Null ist, wieder in einen Punkt dieser Art übergeht Femer 
muß jede Pseudogerade wieder in eine Pseudogerade über- 
gehen. 

Jedes Kreisbüschel mit reellen Grundpunkten, dessen 
Individuen die o;- Achse senkrecht schneiden, muß also in 
ein gleichartiges Büschel übergehen. Ebenso jedes Berüh- 
rungsbüschel dieser Art, denn Pseudogerade mit einem ge- 
meinsamen Ende (§ 10, 4) müssen in ebensolche Pseudo- 
gerade übergehen. Die senkrechten Trajektorien eines derartigen 
Berührungsbüschels sind Ejeise eines zweiten Berührungs- 
büschels, daß die o;- Achse berührt (§ 6, 4 am Schluß). Da 
die Transformation winkeltreu sein soll, erschließen mr 
hieraus, daß auch alle Kreise, die die o;- Achse berühren, 
wieder in Kreise dieser Art übergehen. Weiterhin kann man 
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zeigen, daß Kreise, die die Achse nicht schneiden — sie 
sind senkrechte Trajektorien eines Pseudogeradenbüsehels, 
wie sich leicht nachweisen läßt — wieder in Kreise über- 
gehen, und endlich auch Kreise/ die die Achse schneiden 
und nicht Pseudogeraden sind, wieder ia Kreise. 

Die Transformation muß also notwendig eine 
Kreisverwandtschaft sein. 

Sie führt dann, wie es die eben angestellten Betrach- 
tungen erfordern, alle Kreise in Kreise über und ist außer- 
dem winkeltreu. 

Es müssen femer die Punkte, für die y größer als Null 
ist, in ebensolche Punkte übergehen, und das geschieht dann, 
wenn die Transformation (§ 8, 1) die besondere Form hat 

_ ocz + ß 

wo ayß,y,d reell sind und (Kd — ßy>0 ist. >^ 

Es wird dann 

^ ((^^ + ß){Y^ + ^) + o^Y'y^ ^ ^ {ocd — ßy)'y 

2. Das Längenmaß. 

Um das Bild unserer Geometrie endgültig festzulegen, 
müssen wir noch bestimmen, welche Funktion der reicht- 
winkeligen Koordinaten Xy y zweier Punkte wir als die 
Länge der Entfernung bezeichnen wollen. Soll unser Bild 
berechtigt sein, so müssen der genannten Größe drei Eigen- 
schaften zukommen: Sie muß die einzige Invariante sein, 
die zwei Punkte bei allen Bewegungen haben, sie muß den 
Wert Null annehmen, wenn die Punkte zusammenfallen, 
imd es muß für die Entfernungen {PiPk) dreier Punkte 
auf einer Pseudogeraden die Relation gelten: 

Können wir umgekehrt von einer winkeltreuen Trans- 
formation, die jeden Punkt des Feldes wieder in einen 
Punkt überführt, und Pseudogerade in Pseudogerade vei^ 
wandelt, zeigen, daß zwei Punkte eine und nur eine 
solche Invariante besitzen, so ist damit die Berechtigung 
nachgewiesen, die aufgestellte Geometrie als ein BUd zu be- 
trachten, daß alle Anforderungen erfüllt. 
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Nun bleibt bei einer linearen Transformation das Doppel- 
verhaltnis von vier Zahlen xr^^2^8^4 ungeändert Sind 0^0^ 
zwei Zahlen 9 a^ und x^ die (reellen) Zahlen, welche die 
Abszissen der beiden Enden der Pseudogeraden angeben, 
die durch Pi(%) und P^i^t) geht, so verwandeln sich bei 
jeder Transformation (1) die Enden x^ und x^ in die Enden 
xixi der durch Pi{jSi) und I%{is'2) gelegten Pseudogeraden. 
Dieses Doppelverhältnis ist die einzige Invariante. 

Wir können sie leicht berechnen mit Hilfe der Zentri- 
winkel <pi und 9^2 , die den vom Mittelpunkt der durch P^ 
und Pg gelegten Pseudogeraden gehenden Strahlen zukommen, 
wobei 9> = die Richtung der positiven, q> = 7i die der nega- 
tiven d>-Achse bedeutet. 

Das Doppelverhältnis wird 

c'^ + 1 ' c«>"-l- 1 ^ tang|9>g • 
Setzt man nun 

,tang|yt 



(P,P,) = logP^, 
^ ^ »^ ^tangi9?/ 



so hat man eine Funktion, der alle geforderten Eigenschaften 
zukommen. 

Hiermit ist das Maß für die Entfernung gefun- 
den, und wir haben also jetzt den vollen Nachweis der 
Berechtigung, unsere Kreisgeometrie als Geometrie ohne 
Parallelenpostulat, als hyperbolische Geometrie betrachten zu 
dürfen. 

Anmerkung 1: Man sieht zugleich, daß, entspre- 
chend § 9, 3 die Punkte der ^v-Achse nach der hyperbolisdien 
Maßbestimmung imendlich fem liegen: Ist (p^^O oder gleich 
71, so wird P1P2 unendlich groß. 

Anmerkung 2: Man sieht auch, daß es keine 
Transformation gibt, die die Winkel ungeändert laßt und 
Gerade in Gerade überfuhrt, außer der Bewegung selbst; 
denn jede Transformation, welche die beiden ersten Porde- 
rongen erfüllt, läßt ja auch (P1P2) ungeändert. 

3. Die Drehungen um einen Punkt. 

Wir teilen jetzt die hyperbolischen Bewegungen ein, 
und zwar je nach der Beschaffenheit der Gleichung zweiten 
Grades 
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deren Wurzeln die bei der Bewegung 

ocz + ß 
' Y^ + i 
festbleibenden Punkte bestimmen. 

Sind die beiden Wurzeln konjugiert imaginär^ ist z. B. 

(J = Ä, — /?=y = l, 
so lautet die Gleichung > 

Dabei geht jeder Kreis des Büschels 

x^ + {y -^ly -2 ky = 'IS -^i{l+i)(a-^z)+ 1^0 
in sich über. Dann wird nämlich 

aje? — 1 ociSi + l^ 

die Gleichung wird also 

— {xz^ + l)(a — ^i)] + (a - 0^((x - 0i) 

Das Büschel ist im Sinne der hyperbolischen Maß- 
bestimmung als ein Büschel von konzentrischen Kreisen 
zu bezeichnen (i muß positiv sein, damit die Kreise reelle 
Kadien haben. Der gemeinsame hyperbolische Mittelpunkt 
dieser Kreise ist der Punkt 0= -{-i, und der hyperbolische 
Kadius eines Kreises mit dem Parameter X hat, wie man 
leicht berechnet, den Wert 

rx = log[{l+X) + i{l + Xy-l]. 

Wir wollen diese Transformationen als hyperbolische 
Drehungen um einen Punkt bezeichnen. Sie unterschei- 
den sich nicht von den Drehungen der gewohnlichen Geo- 
metrie: Die Bahnkurven sind konzentrische Kreise usw. 

4. Die Drehungen um ein Ende. Grenzkreise. 

Hat die Gleichung für die invarianten Punkte eine reelle 
Doppelwurzel, etwa jSq^O, so nimmt die Transformation 
die Form an 
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01= ; U = ^ . 



Bahnkurven werden die Kjeise 

x^+y^ — 2 3iy = 0'l — iX(ß — 0) = O. 

Jeder Punkt eines solchen Kreises wird nämlich wie- 
der in einen auf demselben Kreis gelegenen Punkt übergehen^ 
yne die Rechnung zeigt: 

0Z — H(0 — jgf) = ^2 jgfi^i — iXl" (x\ {0^ — a) + Ä js?i (ii — a)] 

^(x'^[0x\—ii.i^i—0i)] = . 

Dieses Berührungsbüschel also geht in sich über. Da- 
ngen jeder Kreis aus dem dazu senkrechten Berührungs- 
büschel 

x^ + y^ — 2fix^0'0 — fi{0 + ^) =* 

= a^^i^i + /^a [^1 (ii — a) + Ii (^r^ — a)J 

geht; wie diese Rechnung zeigte in einen anderen Kreis des- 
selben Büschels über. 

Die Parallelen mit dem gemeinsamen Ende {x = Q) bil- 
den eine luvariante Geradenschar, ihre senkrechten Trajek- 
torien, die Bahnkurven der Drehung um das Ende, wollen 
ifdr Grenzkreise nennen. Sie stellen sich also als Kreise 
dar, die die a;-Achse berühren. 

Diese Grenzkreise sind aufzufassen als Kurven^ die aus 
Kreisen entstehen, wenn der (hyperbolische) Mittelpunkt sich 
unbegrenzt entfernt. 

So hat z. B. der Kreis 

der den Punkt 

•enthält, den hyperbolischen Mittelpunkt 

x = Oy y=-ipy 
und der hyperbolische Radius ist 
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44 Kapitel IL Aufbau der Geometria 

Laßt man r mehr und mehr zunehmen bei festgehal- 
tenem y^^j so verwandelt sich der Kreis in den Grenzkreis: 

Anmerkung: Während in der euklidischen Geometrie 
der Grenzkreis eine Gerade ist, tritt also in der hyperboli- 
schen Geometrie an Stelle dieser Geraden eine Kurve; deDn 
der Grenzkreis gehört nicht mit zu den Pseudogeraden. 

5. Die Schiebungen und die Abstandslinien. 

Hat endlich die Gleichung für die invarianten Punkte 
zwei reelle Wurzeln, etwa ;sro = ±l, so sehen wir: Jeder 
Kjeis der Schar 

a;2 + y2_l-2;iy = jefl-il(i-j?)-l = 

geht bei der Transformation 






über in 

d. h. in sich selbst. Unter diesen Bahnkurven befindet sich 
eine Pseudogerade 

Die orthogonalen Trajektorien dieser Schar aber, d. h. 
die Pseudogeraden 

(a; — l)2 + y2 — 2;/iC = 

werden untereinander vertauscht. 

Da alle hyperbolischen Entfernungen ungeändert blei- 
ben, und da die zuerst genannte Kreisschar, welche die 
orthogonalen Trajektorien der Pseudogeraden darstellt^ Bahn- 
kurven sind, so sehen wir: 

Bei hyperbolischer Maßbestimmung stellen jene Kreise 
den Ort der Endpunkte gleich langer Lote dar^ die auf der 
Pseudogeraden x'^ + y^ — l=^Q errichtet sind. Wir weilen 
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§ 12. Elementare Konstroktionen« 45 

diese Kurven daher Abstandslinien nennen und die Be- 
wegung als Schiebung längs der genannten Pseudogeraden 
bezeichnen, weil sie in sich verschoben wird. 

In der euklidischen Geometrie sind die Abstandslinien 
ein&ch Gerade. 

Anmerkung: Kreise , Grenzlinien und Abstandslinien 
fassen wir unter dem gemeinsamen Namen Zykeln zusam- 
men (Epizjkeln, Parazykeln, Hyperzykeln). Jede dieser drei 
Zykelnarten hat die Eigeuschaft, unendlich viele Symmetrie- 
achsen zu besitzen, imd zwar sind im ersten Fall diese 
Symmetrieachsen ein Büschel von Pseudogeraden, die durch 
einen Punkt gehen, im zweiten Fall haben sie ein gemein- 
sames Ende,. im dritten stehen sie alle auf derselben Pseudo- 
geraden sen]a*echt. 

§ 12. Elementare Konstraktionen. 

Wir sind jetzt auch imstande, (vgl. § 9, 1, Anmerkimg) 
elementare Konstruktionen auszuführen. 

1. Lotfällen. 

Um von P auf die Pseudogerade g mit den Enden E^ 
und J?2 das Lot zu fällen, verbinde man P etwa mit E^ , 
trage an Eß^ in E^ den Winkel ä = < OPEi an und bringe 
den Schenkel dieses Winkels mit OF zum Schnitt {P). 
Danü ist 

OP'OP^{OE{)K 

Der Kreis, der P imd P' enthält und dessen Mittel- 
punkt auf der Achse liegt, ist die gesuchte Pseudogerade, 
denn die Potenz dieses Kreises für ist OP • OP, also 
gleich dem Quadrat des Halbmessers OE^ von g; der Kreis 
schneidet also den Kreis g senkrecht. 

2. Drehung einer Strecke um einen Punkt 

Soll man eine Strecke PiP^ um den Punkt P^ drehen 
und zwar durch den Winkel oc , so lege man zuerst durch 
Pj und P2 die hyperbolische Gerade flf, dann durch P^ die 
hyperbolische Gerade g' , die mit g den Winkel oc einschließt 
Nun kann man leicht den Kreis (der hyperbolischen Geo- 
metrie) durch P2 finden, dessen hyperbolischer Mittelpunkt 
Pi ist Er muß g in Pg senkrecht schneiden und sein (wirk- 
licher) Mittelpunkt liegt auf dem von P^ auf die Achse 
gefällten Lot Dadurch ist der Kreis vollkommen bestimmt, 
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46 Kapitel n. Aufbau der Geometrie. 

und man hat ihn noch mit ^ zum Schnitt zu bringen, um 
den gesuchten Punkt Ij zu erhalten, ffir den (Pi fj) = (Pi P2) ist 

Etwas weniger einfach ist die Aufgabe des allgemeinsten 
Streckentransportes, wenn es sich also darum handelt, die 
Strecke P1P2 von Q^ aus auf einer durch Q^ gehenden 
Pseudogeraden abzutragen. Hier hat man noch die anderen 
Arten von Bewegungen (§ 11, 4 und 5) mit zu benutzen. 

3. Konstruktion des Dreiecks aus den drei 
Winkeln. 

In der hyperbolischen Geometrie gibt es (außer dem 
durch Spiegelung entstehenden) zu einem Dreieck kein 
nicht kongruentes mit denselben Winkeln (vgl. § 2, 3 und 
§ 11, 2, Anm. 2). Ein Dreieck ist also durch die drei 
Winkel «, /J, y (a + /J + y<^) vollkommen bestimmt 

Die Aufgabe, ein hyperbolisches Dreieck aus den drei 
Winkeln zu konstruieren, kommt darauf zurück, drei Kreise 
^1 ^ ^ eines Orthogonalbündels zu bestinmien, die sich unter 
gegebenen Winkeln schneiden. ^) 

Denkt man sich den Schnittpnnkt ^^k^ zum Zentrum 
einer Inversion gemacht, so wird die Aufgabe einfacher: 

Gegeben ein Kreis V und zwei Durchmesser A;i und Ä^. 
Man soll Ä^ so bestimmen, daß V senkrecht und V^l^ unter 
vorgegebenen Winkeln ß und a geschnitten werden. Wir 
wollen die im Innern von V gelegenen Schnittpunkte V\hf%y 
ife2*s,%M mit ls,Pi, P2 bezeichnen, den Mittelpunkt von 
AJ mit JfJ. Das geradlinige Viereck JJfSPiPSPi hat die 
bekannten Winkel 

<PiPiPJ = y, <PSPIJfS = öc + i^, 

außerdem ist 

Ein dem gesuchten Viereck ähnliches Viereck kann 
man also leicht konstruieren, es sei mit Jfi'PiPi'P» be- 
zeichnet. Hierin konstruiere man den Tz* entsprechenden 
Kreis A" und vergrößere oder verkleinere dann die Figur 
in sich ähnlich, bis 4" den Halbmesser von V hat. 



^) Steiner hat eine geometrische Lösung der allgemeinen 
Aufgabe gegeben, einen Kreis zu konstruieren, der drei ge- 
gebene Kreise unter vorgeschriebenen Winkeln schneidet. 
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§ 13. Lftngenmessungen. 47 

Hiermit ist die HilfskoDstroktion ausgeiulirt^ von der 
wir dann zu der gegebenen Aufgabe zurückgehen. 

§ 13. Längenmessnngeii. 

1. Übergang zum Bogenelement. 
Nach § 11^ 2 ist der Abstand zweier Punkte in hyper- 
bolischem Maß 

^^^«-^tangi^,' 

wobei <pi und q>^ gewisse Winkel bedeuten. Gehen wir nun 
zum Bogenelement über, indem wir setzen 

q)^ = (p, 
80 kommt 

^^^I tang|(y + dy) ^ d(p ^ 
° tang^9? 8in9? * 

Um uns von dem Zentriwinkel zu befreien , gehen wir 
wieder zu rechtwinkligen Koordinaten über. Sei r der 
Kadius der Pseudogeraden, so ist das (euklidische) Bogen- 
element 

und 

y = rsin9?, 
also 

■j _ dcp ^ rd(p ^ds 
sin 9? rsin^? y 

Das hyperbolische Bogenelement da unterschei- 
det sich also von dem euklidischen nur dadurch, 
daß der Faktor l:y dazu kommt. ^) 

^) Die allgemeine Form 

X 

für das Bogenelement bei der in S. 35 Anmerkung 3 genannten 
Bei tr am i sehen Darstellung des n — 1 dimensionalen hyperboli- 
schen Baumes hat Beltrami bereits in der a. a. O. erwähnten 
Arbeit aufgestellt. 
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48 Kapitel 11. Aufbau der Geometrie. 

Zeigen wir jetzt (vgl. § 9^ 3, S. 33), dafi dieses Bogen- 
element sich bei hyperbolischen Bewegungen nicht ändert 

Es ist 

do^ = =— ^ = — -, zirz- . 

Setzt man 

_ (X0 + ß _ _ (XlS + ß 

SO wird 

' ' (y^+<J)(r^+<J) ' 

also 

4:dz^d\ AdiS'd^ 



doi^ 



K-^l)^ (^_J)2 



Hiermitist die behauptete Eigenschaft des Bogenelements 
bewiesen. 

2. Die hyperbolischen Geraden als kürzeste 
Linien. 

Als Anwendung hiervon zeigen wir, daß zwischen zwei 
Punkten die hyperbolische Gerade kürzeste Verbindungslinie 
in hyperbolischem Maße ist P^ und P^ seien die Punkte; 
wir können nun Pg um P^ so „drehen" (§ 12, 2), daß Pg 
auf das Lot, das von P^ auf die Achse gefällt ist, zu liegen 
kommt. Dieses Lot ist ja auch eine hyperbolische Gerade. 

Bei dieser Drehung bleiben alle Langen ungeändert, wir 
dürfen daher für die Untersuchung des Minimums von vorne- 
herein diese Lage annehmen. Verbindet man aber zwei auf 
derselben Ordinate gelegene Punkte, so ist das Litegral 



fds fßx^ 

j y ^j 



+ dy^ 



offenbar dann und nur dann- am kleinsten, wenn man auf 
dieser Ordinate integriert 

3. Die Konvergenz der Geraden mit gemein- 
samem Ende. 
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Betrachten wir zwei Paralleleii, so können wir immer 
annehmen, daß eine von ihnen das (euklidische) Lot ist, das 
im gemeinsamen Ende auf der o;- Achse errichtet ist. 

Errichten wir im Punkte Ä dieser Geraden (OJ. sei 
gleich q) das Lot auf der einen Parallelen, es möge di0 
andere, deren Sadius gleich ^ sei^ in B schneiden. 

Die hyperbolische Lange der Strecke AB ist dann 

(AB) = logiang^^-^j - logtang|9:?o = logcot^^^o - 



Dabei ist 



cos9?o = 27' c^i9^o' 



also 



-m 



(AB) 



='°^}f±f- 



Mit abnehmendem q also, d. h. wenn wir den Punkt 
auf der einen Parallelen immer weiter nach dem Ende zu 
wählen^ nimmt die Länge des 
Lotes immer mehr ab und hat 
im Ende (für ^ = 0) den Grenz- 
wert Null; d. h. 

Parallele Gerade konvergie- 
ren nach dem Ende zu un- 
begrenzt. 

4. Der Parallelwinkel als 
Funktion des Lotes. 

Errichten wir auf einer hyper- 
bolischen Geraden ein hyperbo- 
lisches Lot mit der Pseudolänge 
p und legen durch den Endpunkt 
des Lotes die beiden Parallelen, so schließen sie (§ 10, 4) 
mit dem Lot gleiche Winkel ein n{p), die wir als zum 
Lot j? gehörende Parallel winkeH) bezeichnen und leicht 
berechnen können. (Vgl. Fig. 6.) 




Fig. 6. 



*) Umgekehrt nennen wir p kurzweg das zum Parallelwinkel 
oder auch einfacher das zum Winkel J7(p) gehörige Lot. Den 
Namen ,,Parallelwinkel" und die Bezeichnung II (p) hat Loba- 
tschefskij gegeben. (Vgl. Lobatschefskij, S. 164.) 



Liebmann, Nichtenklidische Geometrie. 
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•150 Kapitel U. Aufbau der Geometrie. 

Die eine der beiden Parallelen sei wieder eine Ordi- 
nate AÄ^; die beiden durch B gehenden hyperbolischen 
Parallelen zu jener Geraden sind dann erstens die Pseudo- 
geraden durch B und Ä', zweitens aber die Ordinate BB. 
(Das Ende, was die Geraden BB und ÄA^ gemein haben, 
stellt sich auch im Bilde nicht als im Endlichen gel^ener 
Punkt dar, wie S. 39 oben gezeigt wurde.) 

Nun ist 

p = {AB) = \ogcot\(p 

und außerdem aber der Winkel n{p) wie die Figur zeigte 
gleich \7i-'(i7i — (p)'=(p. 

Wir erhalten also die Beziehung: 

tsngin{p)^e-P. 

Man bemerke, daß für p gleich Null der Parallelwinkel 
ein Bechter wird, und mit zunehmendem p unbegrenzt bis 
Null abnimmt. (Vgl. § 4, 4.). 

Hiermit sollen diese Berechnungen abgeschlossen werden; 
Berechnung von Kreisumfang usw. wird in § 16 ausgeführt 



§ 14. Der Inhalt geradlinig begrenzter Fignren. 

1. Das hyperbolische Flächenmaß. 
Da wir euklidisches Winkelmaß haben, und für das 
Bogenelement den Wert 

^ ^^ 

y 

80 wird das Flächenmaß 



# 



dxdy 



Man sieht leicht, daß es, wie verlangt werden muß^ bei 
hyperbolischen Bewegungen seinen Wert nicht ändert (Vgl. 
§ 9, 3.) 

Man hat ja 






dxdy 0(5?!, yi) 



e(x,y) ' 
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§ 14. Der Inhalt geradlinig begrenzter Figuren. 51 

Nun ist die Funktionaldeterminante 

und (vgl. § 13, 1) 

Hieraus folgt dann leicht: 



C Cdx^dy^ ^ ffdx 
JJ fi JJ y 



dxdy 



2. Inhalt des Dreiecks mit drei Nullwinkeln. 

Alle Dreiecke, die drei Nullwinkel haben, sind unter- 
einander (hj^erbolisch) kongruent. Wir können ohne Ein- 
schränkung der Allgemeinheit daher annehmen, daß zwei 
der parallelen Seiten Lote auf der Achse sind (vgl § 10, 4, 
Anmerkung), die dritte hat dann mit jeder der beiden Ge- 
raden je ein Ende A und B gemein. 

Der Flächeninhalt wird dann 



Hi^=Hj- 



wobei 

oc^ + yl=^r^ 
ist. 

Das Integral wird 

Cdx 

— r 

oder wenn man setzt 

x = rcoBq), yQ==-rsin<p, 
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52 Kapitel II. Aufbau der Geometrie. 

frd(pBmq> 



,./: 



rsin(p 



■^=ji. 



Der Inhalt des Dreiecks mit drei Nullwinkeln 
ist also gleich jt. 

Man kann nun auch — ohne von hyperbolischen Be- 
wegungen Gebranch zu machen — zeigen ^ daß der Inhalt 
eines jeden Dreiecks (ABC) mit drei Nullwinkeln diesen 
Wert hat Bezeichnen wir mit [AB] den Inhalt eines 
solchen Dreiecks, wie es eben betrachtet wurde, so ist, 
wenn AJBC diese Reihenfolge auf der Achse haben, 

(ABC)^[ÄE\+[BC]-[ÄC] = 7i + jt-7i = 7i. 

Für ein derartiges Dreieck mit endlichem Flächeninhalt 
aber unbegrenzten Seiten gibt es in der euklidischen Geo- 
metrie kein Seitenstück. 

3. Das Dreieck mit von Null verschiedenen 
Winkeln. 

Betrachten wir zuerst das Dreieck mit den Winkeln 
a,0, und wählen wir wieder das eine Ende so, daß die 
in ihm konvergierenden parallelen Dreiecksseiten sich als 
zwei Ordinaten darstellen, so wird 

wobei die Grenzen sind 

9? = und <p = n — (x.- 
Es wird also 

Hieraus erhält man durch Zusammensetzen für das 
Dreieck mit einem Nullwinkel und zwei von Null verschie- 
denen Winkeln a und ß * 

t = 7t—[7t~{7t—(x)] — [7t — {jl — ß)]= 71 — (K'-ß, 

Endlich, für ein Dreieck mit drei von Null verschie- 
denen Winkeln hat man (vgl. Fig. 7) 

F=7t-((X^ + a + ß,) + jt-{ß^ + y + y,)--{ji-^oc,-'n) ' 
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§ 15. Die Grandlagen der hyperbolischen Baumgeometrie. 53 

Der Inhalt eines geradlinigen Dreiecks ist also 
gleich seinem Defekt, d. h. gleich dem Oberschuß von n 
über die (in Bogenmaß gemessenen) Winkel. 

Anmerkung: Für das geradlinige n-Eck bekonmit 
man hieraus, wenn man geeignete S^rlegungen anwendet 

JF— (w-2)ji; — «;, 

unter w die Summe der Winkel verstanden, die in Bogen** 
maß auszudrücken sind. 




Fig. 7. 

Die Formel hat große Ähnlichkeit mit der für den In- 
halt sphärischer, durch Bogen größter Kreise begrenzter 
Polygone: 

F=^W'-'{n — 2)7i 

wo man an Stelle des Defektes den Überschuß (Exzeß) als 
Flächenmaß hat. 

§ 15. Die Orandlagen der hyperbolischen Banm- 
geometrie. 

1. Elementargebilde und ihre Verknüpfungen. 

Wir wollen nun auch die Grundlagen für die Auf- 
stellung eines Bildes der hyperbolischen Raumgeometrie geben. 
Das Feld soll bestehen aus der Gesamtheit der Punkte, die 
auf der einen Seite einer bestimmten Ebene, etwa der 
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xy-Ehene des euklidischen Eaumes liegen^ die Punkte dieser 
Ebene selbst sollen nicht als im Endlichen gelegene Punkte 
betrachtet werden (vgl. § 10, 1). 

Pseudogerade sind die Halbkreise ^ die auf der 
a;y-Ebene senkrecht stehen, deren Mittelpunkte also auf 
dieser Ebene gelegen sind. Darunter befinden sich auch 
unendlich viele Gerade, die auf dieser Grundebene errich- 
teten Lote. 

Pseudoebenen sind die Halbkugeln, die auf der 
Grundebene senkrecht stehen, deren Mittelpunkte also in 
dieser Ebene liegen^); es befinden sich auch alle Ebenen 
darunter, die auf der Grandebene senkrecht stehen. 

Parallel heißen zwei Pseudogerade, wenn sie ein Elnde 
gemein haben, d. h. wenn sie von demselben Punkt der 
Grundebene ausgehen. Parallel sind z. B. auch alle (gerad- 
linigen) Lote auf der Grundebene (vgl. § 10, 4, Anmerkung). 

Die Winkel messen wir im gewöhnlichen Maß (vgl. 

§ 10, n 

Man bemerkt sofort, daß die elementaren Verknüpfungs- 
sätze gelten: Durch zwei Punkte ist eine Pseudogerade 
eindeutig bestimmt, drei Punkte, die nicht auf einer Pseudo- 
geraden liegen, bestimmen eindeutig eine Pseudoebene usw. 

Man sieht auch, daß der Neigungswinkel zweier Pseudo- 
ebenen, die sich in einer Pseudogeraden durchdringen, an 
jeder Stelle dieser Linie denselben Wert hat; denn der 
Neigungswinkel zweier Kugeln hat diese Eigenschaft. 

2. Die hyperbolischen Bewegungen. 

Die Aufstellung der Formeln fttr die hyperbolischen 
Bewegungen läßt sich leicht an die Betrachtung der Kreis- 
verwandtschaften (§ 8) anschließen. 

Die Punkte der Grundebene müssen wieder in Punkte 
der Grundebene übergehen, aber auch die Ejreise in Kreise 
(als Schnitte der Pseudoebenen mit der Grundebene) d. h. also: 

Die hyperbolische Bewegung ist mit einer Kreis- 
verwandtschaft der Grundebene verknüpft 

Umgekehrt wollen wir nun zeigen, wie jede Kreisver- 
wandtschaft der Grundebene eine Punkttransformation des 



^) Über Kugelsysteme überhaupt, die im folgenden mehrfach 
gebraucht werden, z. B. Kap. YII, § 42, vgL Simon, Analytische 
Geometrie des Baumes I (S. S. IX). Leipzig 1900. S. 135 ff. 
(Lineare Kugelkomplexe.) 
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hyperbolischen Kaumes erzeugt, die, wie wir sehen werden, 
eine hyperbolische Bewegung ist 

Es geht z. B. jedes Siainetralbündel von Kreisen der 
Grundebene wieder in ein Diametralbündel über (§ 8, 3). 
Errichten wir im Potenzpunkt P ein Lot, das gleich der 
Quadratwurzel aus der negativen Potenz ist und entspre- 
chend im Punkt P, so sehen wir, daß alle über den Kreisen 
des Diametralbündels mit dem Potenzpunkt P und der ge- 
gebenen Potenz errichteten Halbkugeln durch den Endpunkt 
des Lotes gehen, entsprechend in P'. 

Sollen jetzt die Pseudoebenen wieder in Pseudoebenen 
übergehen, so müssen sicher die Endpunkte der genannten 
Lote einander zugeordnet werden. 

Sei jetzt 

die Gleichung des imaginären Kreises, der aus dem Dia- 
metralkreis ^) entsteht, wenn man r^ (r = Radius) ersetzt 
durch — r*, wobei 

gesetzt ist, also v und w die rechtwinkligen Koordinaten 
des Mittelpunkts sind, so geht bei der Kreisverwandtschaft 

yz+d \ —yZi + ocl 
die Gleichung über in 

oder 

wobei gesetzt ist 

((XU + ß)(yü+S) + (xy(p — uu) 
{yu + d)(yu + d) + yy(p-uu) ' 



z, = - 



^) Wir benutzen also den Umstand, daß das Diametralbün- 
del ein Orthognalbündel mit imaginären Orthogonalkreis ist (S. 24, 
Anm. 1) und daß der Orthogonalkreis bei der Ereisverwandt- 
schaft wieder in den Orthogonalkreis übergeht (§ 8). 
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- _ i^u + ß)(yu + d) + ay(p-' üu) 
{Y^+ß)(Y^ + S) + yy(p-üuy 

(ocu + ß) (a w + J8) + Ä ö^(p — uu) 

Ü| = = ■ • 

{yu + ö)(yu + ö) + yy{p — uü) 

Hieraus wollen wir jetzt die Baumtransformation ab- 
leiten, oder vielniehi:, wir wollen zeigen, daß sie in diesen 
Formeln enthalten ist. 

Wir setzen — eine Verwechselung mit der Bezeich- 
nung x,yj0 = x + iy für die Grundebene ist nicht zu be- 
furchten — 

u^x + iy y ü = x — iy 

Unsere Gleichungen definieren dann eine (reelle) Punkt- 
transformation des hyperbolischen Raumes. Die Gleichung 
der Pseudoebenen ist 

x^ + y^ + £i^~2ax — 2by + d 

=^p — cü^cu + d^O (c=^a + ib). 

Machen wir darin die angegebene Transformation, so 
behält die Gleichung ihren Bau bei; sie wird, weil ««1,1*1 
und Pi in u,u und p linear gebrochene Funktionen mit 
demselben Nenner sind, die Gestalt erhalten 

i>i — Ci üi — Ci t«i + ^ = . 

Die Transformation verwandelt also allePseudo- 
ebenen wieder in Pseudoebenen. Sie verwandelt da- 
her auch die Pseudogeraden als Schnitte von Pseudoebenen 
in Pseudogerade. 

Endlich ist sie winkeltreu, was daraus folgt, daß die 
Kreisverwandtschaften der Grundebene winkeltreu sind, und 
daß zwei Pseudoebenen sich unter demselben Winkel schnei- 
den, wie ihre Spuren in der Grundebene. 

Daß unsere Transformationen nun wirklich als Be- 
wegungen aufzufassen sind, zeigen wir durch den Nachweis, 
daß das hyperbolische Bogenelement 



_ds _ ^dx^ + dy^ + d z^ 
~ z ^ z 

sich nicht ändert. 
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Das ist sicher dann nicht der Fall, wenn die zugeord- 
nete Kreisverwandtschaft der Grundebene eine Bewegung 
oder Ahnlichkeitstransformation 

ist. Im ersten Fall werden ds und z sich nicht ändern, 
im zweiten Fall werden ds und mit demselben Faktor d 
multipliziert Bei dem noch übrig bleibenden Fall der In- 
version (§ 8, 3) endlich, oder der von ihr nur durch Spie- 
gelung an der ^v^sr-Ebene sich unterscheidenden Transfor- 
mation: 

hat man 

__ X _ —y 

^^^x^ + y^ + z^' ^^~x^+y^ + 0^' 



ixl+yl + 4--r== 



y^H^2+^2 



und 



Bei dieser Transformation ist aber^) 

da^t + äyl + dzldx^ + dy^ + dz^ 
{xl+yl + zD^ ^ (x^+y^+z^y 
und daher 

dxl + dyl+ dz\ ^ dxl + dyl+dzl ^ 

Da aber 



Pi Pi P _P 




l(Pl — WjMi 1/1 UÜ ^ 



*) VgL Sammlung Schubert Bd. XLIV, S. 164-167. 
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58 Kapitel II. Aufbau der Geometrie, 

ist^ so ergibt eich^ was zu beweisen war, nämlich 

Zwei Punkte besitzen weiter keine Invariante als ihre 
hyperbolische Entfernung, wie man leicht einsieht, wenn 
man die Transformation so gestaltet, daß die Ebene y = Q 
invariant bleibt. (In dieser Ebene hat man dann eine hyper- 
bolische ebene Bewegung.) 

3. Die hyperbolischen Kaumbewegungen und die 
Sphären. 

Ahnlich wie in § 11,3 — 5 können wir jetzt die hyperbo- 
lischen Bewegungen einteilen. Wir unterscheiden, ohne auf 
weitere Einzelheiten einzugehen, drei Hauptarten, je nachdem 
der bei der zugeordneten Kreisverwandtschaft der Grund- 
ebene in sich übergehende Kreis ein reeller Kreis, ein ima- 
ginärer Kreis oder ein Nullkreis (Punkt) ist. 

Bleibt der Kreis 

invariant, so bleibt auch die Pseudoebene 

^* + y^ + ^* — 1 = 
invariant. 

Die von ihr im hyperbolischen Maß aquidistanten Fla- 
chen entstehen (vgl. § 11, 5) durch Rotation der Kreise 
(AbstandsUnien) 

x^ + z^—l-Xz^Q 

um die jgr-Achse; sie gehen bei der Transformation in sich 
über und alle Punkte einer solchen Fläche haben deshalb 
von der Pseudoebene gleichen Abstand. 

Wir nennen diese Flächen daher Abstandsflächen 
(Hypersphären). 

Bleibt ein imaginärer Kreis, z. B. 

aJ^ + y* + l = 0, z = Q 

der Grundebene fest, so bleibt auch der Punkt 

a;=«y=«0, z^l 

fest, die Bewegung erscheint als Drehung um diesen Punkt 
Die Bahnkurven liegen auf den Kugeln, (Episphären) deren 
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§ 15. Die Grundlagen der hyperbolischen BaumgeometLrie. 59 

hyperbolischer Mittelpunkt der Drehpunkt ist Diese Ku- 
gehi schneiden die durch den Punkt gehenden Pseudogeraden 
senkrecht. 

Laßt eine Bewegung einen Nullkreis fest z. B. 

^i = ^ + a, yi=yy ^1 = ^ 

(hierbei bleibt der Nullkreis 

{x-ooY + y^ = 0, = 0, 

d. h. der unendlich ferne Punkt der a> Achse fest) so gehen 
dabei z. B. die Ebenen 

z = constans 
jede in sich über. 

Diese Ebenen sind orthogonale Trajektorien einer Schar 
von Pseudogeraden nach gemeinsamem Ende, wir nennen 
sie Grenzflächen (Parasphären). 

Alle drei Spharenarten haben die Eigenschaft, daß jede 
die Sphäre senkrecht schneidende Pseudogerade Symmetrie- 
achse ist. 

(Das allgemeinste Bild einer Grenzfläche ist übrigens 
(vgl. § 11, 4) jede Kugel, die die Grundebene berührt Sfan 
erhält diese Kugeln aus den Ebenen ig? = constans leicht 
durch Inversionen, bei denen die Ebenen = in sich 
übergeht) 

4. Eine geometrische Deutung des Doppelver- 
hältnisses von vier komplexen Zahlen.^) 

An unsere Betrachtung der hyperbolischen Raumgeo- 
metrie knüpft sich eine schöne Deutung des Doppelverhält- 
nisses von vier komplexen Zahlen, die wir uns geometrisch 
als vier Punkte ABCD der Grundebene gedeutet denken. 

Bei jeder beliebigen hyperbolischen Bewegung gehen 
die beiden Geraden g und Ä, deren Enden (J., G) und 
(B , D) sein mögen, über in zwei Gerade g' und V mit den 
Enden (J.', (/) und (jB', By Die Länge des kürzesten Ab- 
standes sowohl wie der Neigungswinkel der beiden Geraden 
bleiben ungeändert, andererseits aber, da die zugeordnete 
Kreisverwandtschaft gegeben ist durch die linear gebrochene 
Transformation 



^) T. Bonnesen, Analytiske studier over ikke euklidisk 
geometri. Kjöbenhavn 1902, S. 56. 



Digitized 



by Google 



60 Kapitel IL Aufbsa der Geometrie. 

bleibt auch das (komplexe) DoppelverhaitiiiB (l) der vier 
Punkte ungeandert ^) Jenes DoppelverfaaltniB muß also irgend- 
wie mit den beiden geometrischen Großen, den hjrperboli- 
sehen Bew^ungsinvarianten zweier Geraden verknüpft sem. 
Um diese Verknüpfung genauer xa bestimmen, führen 
wir zunächst eine hyperbolische Bew^ung aus, vermöge 
deren die Punkte (Enden) 

übergehen in 

Die Pseudogerade {ÄC) ist dabei übergegangen in den 
Halbkreis: 

. = ^ + (5-neos*, 

y = |>+|cOSd, 



die Gerade h in die j^- Achse. 

Wir bestimmen jetzt das gemeinsame (hyperbolische) Lot 
MN der beiden Geraden g und h. Man bekommt für den 
Punkt M (auf g) die Koordinaten 

go(l + cosyo) gpsinyo 

l + Öo l+Öo 



^i-M-^Qo<^osipo + l^ 



und für iV^ (auf Ä) 



^2 = 0, ^2 = 0, ^2 = io^ + yl + 4=iQo, 
wobei gesetzt ist: 

Hieraus ergibt sich für die hyperbolische Entfernung 
(MN) der Wert 

VV^S. S. Bd. XXVn, S. 69. 
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§ 15. Die Grundlagen der hyperbolisohen Raumgeometrie. 61 



l = log cot^d^ — logcot-j =- log cot^d' , 



dabei ist 



oinff^- ^^ _ ygo-2goco8yo + l 

Es wird dann 



W + e-U" 



cos»^ = - 



Der Neigungswinkel tp der beiden Pseudogeraden ist 
der Neigungswinkel der beiden Pseudoebenen, die durch das 
gemeinsame Lot und je eine der Pseudogeraden hindurch 
geht, und auch gleich dem Winkel, den der von nach M 
gezogene Strahl mit der Tangente an die Pseudogerade g 
bildet. 

Es wird, wenn man die Rechnung ausführt, 

1 — ^0 
cosv' = 



Hieraus bekonmit man 

cos (y + *Q = cos V • 5 tsin v' • — ^ — 

(l + ^o) (l-^o) 



VeS — 2^oCOS9?o + 1 y^o — 2^oCOS9?o + l 
iy2 go (1 — cos yo) y2 go (1 + cos yp) 

y^o — 2eoCOS99o + l y ? — 2 go cos 9?o + 1 
1 — go + 2igosinyo ^ (1 +tgo8iny)g — ggcos^yo 
l+Öo — 2goCOS9?o "* (1— goCOS9?)2 + g2sin»9)o 
1 + go(co897o + »sin93o) 



oder 



1 — eo(co89>o + i8iJi95o) 

1+A 



cos(v; + iO=ijTrX* - - 

Das ist die gesuchte Beziehung. — 
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62 Kapitel 11. Aufbau der Geometrie. 

Wenn z. B. das Doppelverhältnis reell ist, so wird 
0OB{ip + iT) reell sein, d. h. das Argument muß eine reelle 
oder eine rein imaginäre Zahl sein, also ist entweder v^ = 0^ 
und dann liegen die beiden Pseudogeraden auf derselben 
Pseudoebene, ihre Enden also auf einem Kreise der Grund- 
ebene, oder I»0, dann sehneiden sie sich, liegen also auch 
auf derselben Pseudoebene. 

Wenn also das Doppelverhältnis von vier kom- 
plexen Zahlen reell ist, dann liegen ihre vier Trä- 
ger auf einem Kreis. 

§ 16. Anwendungen und Bestimmung einiger Integrale. 

1. Einige Maßbestimmungen der hyperbolischen 
Ebene. 

Durch Hinzunahme des hyperbolischen Raumes wird 
die Berechnung von Integralen in der hyperbolischen Ebene 
erleichtert, besonders wenn wir, wie schon in § 14, 2 
das auszumessende Gebilde, das bei hyperbolischen Bewe- 
gungen ungeändert bleibt, in eine möglichst einfache Lage 
bringen. 

Wir wollen jetzt die Peripherie des hyperbolischen 
Kreises mit dem Radius q messen. Das Bild dieses Kreises 
können wir uns durch hyperbolische Bewegung in solche 
Lage gebracht denken, daß der Kreis in einer Ebene 
= 00 liegt. 

Ist Q der hyperbolische Radius, so wird, wenn ^ der 
Winkel ist, den die vom Durchschnittpunkt der Kreisachse 
mit der ^^-Ebene nach der Peripherie des Kreises gehen- 
den Geraden mit der a;y-Ebene einschließen (vgl. § 13, 4). 

tang^^ — e"-ö. 

Hieraus folgt für die Ejreisperipherie in hyperbolischem 
Maß:i) 

27t 



/: 



^cot*d^ = 2jrcot* = 2jrf^^— ^V 



1) Vgl. Lobatsohefskij, S. 348, Gl. 19. 
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§ 16. Anwendung und Bestimmung einiger Integrale. 63 

(Man bemerke 9 daß zwischen Umfang und Badios q 
keine direkte Proportionalitat besteht! Vgl. den Schluß 
von § 2, 4.) 

Der hyperbolische Flächeninhalt des auf der Pseudo- 
ebene vom Kreis begrenzten Flächenstückes wird^) 

/^-/fe-y-.-)-»(.'-«i- 

(df ist das Flächenelement im euklidischen Maß; um es in 
hyperbolischem Maß zu erhalten^ hat man noch mit is'^ zu 
dividieren.) Die Berechnung; von Kreisum&ng und Kreis- 
inhalt ist so in einfachster Weise ausgeführt. 

Anmerkung: Auch die Eigenschaft der hyperbolischen 
Dreiecke, daß die Winkelsumme kleiner als zwei Rechte 
isty kann man jetzt sehr leicht einsehen, viel leichter als in 
§ 10, 2. Die Pseudoebene sei eine Halbkugel, die Seiten 
des Dreiecks sind dann Schnitte mit drei Ebenen, die auf 
der Grundebene senkrecht stehen. Das hyperbolische Drei- 
eck ABC hat also dann als (euklidische) Projektion auf die 
Grundebene ein geradliniges Dreieck A!B!Gy in dem die 
Winkelsumme zwei Rechten gleich ist. Da nun kein Winkel 
des projizierten Dreiecks kleiner ist als der entsprechende 
des hyperbolischen Dreiecks, so folgt, daß im hyperbolischen 
Dreieck die Winkelsumme höchstens zwei Rechten gleich 
sein kann. 

2. Körperinhalte. 

Der hyperbolische Inhalt eines Raumelements wird (vgl. 
§ 14, 1) den Wert haben 

, . dxdydz 

uT = . 

J8f3 

Wir woUen diese Formel anwenden, um den Inhalt 
des geraden asymptotischen Kegels zu berechnen, dessen 
Grandfläche ein Kreis mit dem hyperbolischen Radius q 
ist. Der Kegel entsteht, wenn man in dem einen Endpunkt 
einer Strecke q das Lot errichtet, im andern Endpunkt die 
Parallele dazu zieht und die Figur um das Lot rotieren läßt. 

1) Vgl. Lobatsohefskij, S. 348, Gl. 20. 
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64 Elapitel 11. Aufbau der Geometrie. 

Wir können (vgl. § 14, 2) annehmen^ daß das Bfld des 
Kegels einfach ein Cylinder ist, dessen Achse auf der 
Grundebene senkrecht steht, und der durch ein Stück einer 
Pseudoebene (Halbkugel) al^egrenzt ist, durch deren Mittel- 
punkt die Cylinderachse geht. 

Das Volumen wird dann 



fdxdydz _^ 1 CCdxdy 



Hierin ist^ wenn man Polarkoordinaten einführt 

X = 'i 

y==rB 

und das Doppelintegral wird 

^ 1 /" - fd&cos» , . , 



Hieraus wird, da der hyperbolische Radius q bestinunt 
ist durch 



cot^^o = ce , 



Dies ist der Inhalt des geraden asymptotischen 
Kegels. 1) 

3. Pyramiden mit drei parallelen Kanten. 

Viele Inhaltsformeln lassen sich in dieser Weise be- 
rechnen; wir nehmen noch als Beispiel das Element einer 
gewissen Pyramide, nämlich des Tetraeders, das als Grund- 
fläche ein rechtwinkliges Dreieck hat, dessen Hypotenuse 
die Strecke ist, die zum Parallel winkel ^^ gehört; die Ka- 
theten sollen zu den Parallelwinkeln a und ^^ gehören. 



*) Vgl. Lobatschefskij S. 62. Der a. a. O. stehende Aus- 
druck sin^ ist der Definition nach gleich dem reziproken des 
Argumentes vom Logarithmus in unserer Formel. 
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§ 16. Anwendungen und Bestimmmung einiger Integrale. 65 

Den Winkel zwischen der Hypotenuse und der ersten Ka- 
thete bezeichnen wir mit co. Eine Kante soll in dem 
Scheitel dieses Winkels auf der Grundflache senkrecht stehen, 
die andern sollen dazu parallel sein. 

Die Aufgabe ist nun, dieses Tetraeder durch ein Inte- 
gral auszudrücken, das die Länge der zweiten Kathete als 
unabhängige Variable enthält, und außerdem nur den 
Winkel co» 

Wir denken uns die drei parallelen Kanten als drei 
Lote zur a?^- Ebene dargestellt, von denen das eine (im 
Scheitel des Winkels co errichtete) durch den Mittelpunkt 
der die Grundfläche der Pyramide bedeutenden Halb- 
kugel vom Badius Eins geht. 

Der Inhalt drückt sich dann aus durch das Doppel- 
integral 



1 CCdxdy 



xdy 1 Cdf 



das sich noch umformen läßt. 

Bezeichnen wir die auf der die Pseudoebene darstellenden 
Halbkugel gemessene geographische Länge und Breite eines 
Punktes der co gegenüberliegenden Kathete mit <p und ^ (99 == 
ist die Länge der Punkte der andern Kathete, (p = co die der 
Punkte der Hypotenuse), endlich mit ip den Winkel, den 
das durch den Punkt ^=« 0,^ = ^0 gelegte Lot zur Grund- 
ebene mit der Geraden bildet, die seinen Fußpunkt auf der 
Grundebene mit einem Punkte der co gegenüberliegenden 
Kathete verbindet. 

Dann ist: 

cos^ • cos 99 = cosi^o^ 
sin^o • cosv^ 



sincp- 



cosi? 



Das von Parallelen zur ;8r-Achse begrenzte Pyramiden- 
element ist 

2 

Bilden wir über einem Streifen, der von den Katheten a und 
a-\-da begrenzt ist, die Schicht der Pyramide, so wird ihr 
Inhalt 

Liebmann, Nichteuklidische Geometrie. 5 
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66 Kapitel II. Aufbau der Geometrie. 



1 df 1,^ f drp Sin d'o l,n, .1 

2 z 27 sin^osint^ 2 ^ ^ 2 ' 



d. h. 






'&Q läßt sich noch durch oc (oder a) und co ausdrücken: 
tang^o = cos oc • coto) . 
Hieraus folgt 

^= —smocdoccotco 

cos 2^^ 

— sinadÄCoto) _ 2sm2co »da 

^~~l + cos2a.cot2a>"" e«« + ö-2« — 2cos2a> " 

Das Integral für die Pyramide wird also schließlich 2) 

a 

/asm2(0'da 
e2a + e--2a_2cos2a)' 


wobei sin2a> als Konstante vor das Integralzeichen gesetzt 
werden kann. — 



§ 17. Rückblick. 

Wir haben in diesem Kapitel schon einen deutlichen 
Einblick in die hyperbolische Geometrie gewonnen. Der 
Begriff des Parallelismus wurde erweitert (§ 10, 4), und ge- 
zeigt, daß es in der hyperbolischen Ebene durch einen 
Punkt außerhalb einer Geraden zwei Parallele gibt. Die 
Bewegungen in der hyperbolischen Ebene wurden diskutiert 
und zugleich die verschiedenen Arten von Zyklen, die neben 



») Vgl. Lobatschefskij S. 48. (Gl. 51.) 
») Vgl. Lobatschefskij S. 57. (Gl. 75.) 
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§ 17. Rückblick. 67 

den Kreisen im engem Sinne hier die Rolle der Kreise der 
euklidischen Geometrie vertreten (§ 11). 

Eine Beihe von einfachen Konstraktionen wurde dann 
ausgeführt (§ 12), und neben der von selbst gegebenen 
Winkelmaßbestimmung (§ 10, 1 am Schluß) — das Langen- 
maß (§ 11, 2) eingeführt; es zeigte sich auch auf Grund 
dieser Maßbestimmung, daß die hyperbolische Gerade dann 
die kürzeste Verbindungslinie zwischen zwei Punkten ist 
(§13,2).^ 

Endlich wurde auch die hyperbolische £aumgeometrie 
skizziert, die ihrerseits auch wieder Beziehungen der hyper- 
bolischen Ebene leichter zu erkennen und zu berechnen 
gestattete, als die Betrachtung der hyperbolischen Ebene 
allein. 

Da das ganze System in die fertige euklidische Geo- 
metrie hineingebaut oder hineingedeutet wurde, so folgt, daß 
die hyperbolische Geometrie in sich widerspruchslos 
ist^ wenn anders man die Sätze der euklidischen Geometrie 
als in sich widerspruchslos anerkannt hat. 

Das gilt auch von der hyperbolischen Raumgeometrie, 
die in § 15 aus der Geometrie des euklidischen Raumes 
abgeleitet wurde, und wir heben dies um so mehr hervor, 
als einer der Begründer der hyperbolischen ebenen Geometrie, 
J. Bolyai^), in seinen späteren Jahren auf einen Wider- 
spruch in der Geometrie des hyperbolischen Raumes zu 
stoßen glaubte I 

Wir könnten auf diesem Wege noch weitergehen, z. B. 
die Trigonometrie ableiten, die die Relationen zwischen den 
Winkeln im Dreieck und den Seiten — oder vielmehr den 
Winkeln die zu diesen Seiten als Lote gehören (§ 13, 4) — 
entwickelt. (§ 13 enthält alle Elemente, die dazu not- 
wendig sind.) 



*) Vgl. P. Stäckels Arbeit über Johann Bolyais Unter- 
suchungen aus der absoluten Geometrie (Mathematische und 
naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn XVIII. Leipzig 1902, 
S. 280 — 307). J. Bolyai meinte, bei Anwendung der trigono- 
metrischen Formeln der hyperbolischen Geometrie auf vier Punkte 
im Baum auf einen Widerspruch gelangen zu können. Er fand dann, 
daß man weder bei vier noch bei fünf Punkten auf einen Wider- 
spruch kommt; bei sechs Punkten die Bechnung diurchzuführen, 
meinte er, das sei eine Aufgabe, den mutigsten Bechner stutzig 
zu machen. 

5* 
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68 Kapitel n. Aufbau der Geometrie. 

Wir wollen aber jetzt die hyperbolische Greometrie frei 
aufbauen^ dem Vorgänge der ersten Begründer folgend. 

Wir entbehren dabei das kfinstliche Rüstzeugs das zwar 
viele Berechnungen erleichtert, aber die freie Beweglichkeit, 
das physikalische Erfassen erschwert 

So verlangen wir von jetzt an die Fähigkeit^ mit der 
Vorstellung der hyperbolischen Geometrie ^ die nicht mit 
Hilfe von Kreisen und Kugeln in die euklidische gepreßt 
ist, frei umzugehen. 
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Kapitel m. 

Synthetische Geometrie der hyperbolischen 

Ebene. 

§ 18. Über den Inhalt geradlinig begrenzter Figuren. 

1. Vorbemerkung: 

Ohne irgendwie auf Einzelheiten der hjrperbolischen 
Geometrie eingehen zu müssen^ können wir zeigen, daß der 
Defekt eiues Polygons, d. h. der Unterschied zwischen 
(n — 2)jr und der Winkelsumme als Maß des Flächeninhalts 
gebraucht werden kann. Vorausgesetzt werden dabei nur 
die Kongruenzsätze, einige Sätze über die Winkel im Drei- 
eck (§ 4, 1), die natürlich vom Parallelenpostulat unab- 
hängig sein müssen; endlich die Archimedische Forderung 
(S. 4, Anm. 1) und die Annahme über den Zusammenhang 
der Ebene (S. 1, Anm. 2). 

2. Das Dreieck und das zugehörige Mittel- 
viereck. 

Wir halbieren in dem Dreieck ABC und den Winkeln 
(Xyß, y((x + ß + y<7i) die Seite AB (BE=^EA) und die 
Seite AC(AD^^Di C), verlängern DiE um sich selbst bis 
D2, verbinden sodann B mit D^ (es sei -^BD^E ==^ ED^A 
= 63 und <EI)^C = 7t — d^^d^), 

Das Viereck BCD1D2 hat dann denselben Defekt 

wie das Dreieck. Außerdem sind die beiden Figuren, 
Dreieck und Viereck einander endlichgleich, d. h. wir 
können beide in eine endliche Anzahl (2) geradlinig be- 
grenzter Flächen zerschneiden, die paarweise kongruent sind: 
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70 Kapitel III. Synthetische Geometrie. 

und: 

Dreieck ABC={BCD^E) + {D^ÄE) 

Viereck B CB^ D^ = {B CB^E) + (Dg BE) . 

Dieses Mittelviereck wollen wir jetzt umformen 
in ein endlichgleiches und defektgleiches Viereck, 
(B^BCCTj— das die eine Seite BC gemein hat mit dem 
Mittelviereck, das femer bei B und C zwei untereinander 
gleiche (spitze) Winkel B'BC^BCO hat, dessen beide an- 
dern Winkel bei den auf der Mittellinie EB^ oder ihrer 
Verlängerung gelegenen Ecken B' und O rechte sind, und 
bei dem schließlich die Seiten BB^ und CO einander 
gleich sind. 

Erster Fall: Der Fuäpunkt des von einer der bei- 
den Ecken B und (7, etwa des von C auf die Mittellinie 
gefällten Lotes CO liegt nicht außerhalb der Strecke B^D^. 
Fällen wir dann auch das Lot BB', so sind die beiden 
Dreiecke CB^ O und BC^B* nach dem zweiten Kongruenz- 
satz einander kongruent, und hieraus folgt, daß das Mittel- 
viereck BCB1B2 und das Viereck BC&B^ endlichgleicli 
und defektgleich sind. 

Überdies ist BB^ gleich C(7, und, wie man erkennt, 
wenn man auf JB'(7 das Mittellot errichtet, ^BCC 
= -^CBB^^^Wy wenn w die Winkelsumme des Dreiecks ist: 

Das in der Mitte M von B' O errichtete Lot kann 
weder die Seite JBJB' noch die Seite CO schneiden (es ent- 
stünde sonst ein Dreieck mit zwei rechten Winkeln); das 
Mittellot muß also die Seite BC etwa in M schneiden. 
Die Vierecke MMB^B und MMOC sind dann sym- 
metrisch kongruent, woraus die Gleichheit der genannten 
Winkel folgt, überdies aber, daß das Mittellot auf B C mit 
dem Mittellot auf B' O zusammenfallt. — 

Zweiter Fall. Liegen dagegen B^ und B^ alle beide 
außerhalb der Strecke B'Oy so trage man auf der Mittel- 
linie die Strecke B^B^ noch einmal ab. Es entsteht dann 
ein neues Viereck BCB2B^, das dem Viereck BCB^D^ 
endlich gleich und defekt gleich ist; denn die Dreiecke 
CB1B2 und BB^Bq sind nach dem ersten Kongruenzsatze 
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einander kongruent. Außerdem sind in dem neuen Viereck 
(genau so wie in BCD^D^) die zwei gegenüberliegenden 
Seiten CD^ und BD^ einander gleich, und es erganzen 
sich die Winkel BD^D^ und CD^D^ zu zwei Rechten. 
Liegt nun Dg nicht außerhalb der Strecke JB'(7, so kann 
man wie im ersten Fall verfahren, um zu zeigen, daß 
BCD^D^ und BCOB endlichgleich und defek^leich 
sind. Liegt aber D3 noch außerhalb, so tragt man die 
Strecke DqD4^ = D^Bs ^ Dil)2 von neuem auf der Mittel- 
linie ab, und ßhrt damit so lange fort, bis man die Strecke 
ßn-iBn erhält, wo D„ nicht mehr außerhalb jB'(7 liegt. 
Das ist nach dem Archimedischen Postulat möglich. 

Die Vierecke BCD^B^, BCB^B^ . . .BCBn-iBr,s 
BCCS sind dann einander paarweise endlichgleich und 
defektgleich. Daraus folgt, daß das Mittelviereck und mit 
ihm das gegebene Dreieck dem Viereck BCOBf defekt- 
gleich ist. Es folgt aber auch, daß diese Figuren einander 
endlichgleich sind. Denn wenn man eine endliche Kette 
Figuren hat, von denen je zwei folgende endlichgleich sind, 
dann sind alle diese Figuren untereinander endlichgleich. 
Man braucht nur die Teilungen, die eine bestimmte Figur (jP„) 
verlangt, um die Endlichgleichheit mit der folgenden (jF«+i) 
nachzuweisen, auf die in (jP,,) vorkommenden Teilfiguren zu 
übertragen, die jPn-i zusammensetzen. Führt man diese 
weiteren Teilungen vollständig durch, so sieht man, daß An- 
fangsglied und Schlußglied der Kette endlich gleich sind. 

Für das Dreieck ergibt sich also, daß es defektgleich 
und endlichgleich ist dem Viereck BCCB*, das zwei 
gleiche Seiten, BB*, CO, zwei rechte Winkel und zwei 
gleiche spitze Winkel enthält. 

3. Die Endlichgleichheit zweier Dreiecke mit 
gleicher Winkelsumme w. 

Erster Fall. Die beiden Dreiecke haben eine Seite 
BC gemein. 

Wir konstruieren zu jedem der beiden Dreiecke mit 
Hilfe der Mittellinie das zugehörige endlichgleiche Viereck 
mit zwei rechten Winkeln, wie es in (1) angegeben wurde. 
Diese beiden Vierecke müssen einander kongruent sein. 
Gäbe es nämlich zwei verschiedene Vierecke BCCB^ und 
BCC'B^', die beide die in (1) angegebenen Symmetrieeigen- 
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Schäften haben ^ und die beide bei B und C dieselben 
Winkel haben 

<BBC^B"BC= C'CB= C"CB^\Wy 

dann entstünde durch Aufeinanderlegen ein Viereck B^ C G"B' 
mit vier rechten Winkeln. Wenn aber, wie wir ja angenom- 
men haben, die Winkelsumme im Dreieck kleiner als zwei 
Bechte ist, kann es solche Vierecke nicht geben. 

B' muß also mit B^\ (7 mit O' zusammenfallen, und 
hieraus folgt dann^ daß die beiden Dreiecke mit der Winkel- 
summe w und derselben Grundlinie BC endlichgleich sind. 

Zweiter Fall. Um zu zeigen, daß zwei Dreiecke ABC 
(mit den Seiten dbc) und A^ B^ C^ (Oi&iCi) mit gleicher 
Winkelsumme auch dann endlichgleich sind, wenn alle drei 




Fig. 8. 

Seiten a, 6, c verschieden von a^ , \ und q sind, verfahren 
wir so: Eine der drei Seiten a^ifC etwa i, wird kleiner 
sein als eine der drei Seiten des zweiten Dreiecks, etwa ft^ . 

Nun kann man leicht ein dem ersten Dreieck endlich- 
gleiches und defektgleiches konstruieren, dessen eine Seite 
gleich 6i ist. 

Wir zeichnen (Fig. 8) die MitteUinie EB{BE=EA] 
CD = DA) des Dreiecks ABC und bringen sie mit dem 
Kreis zum Schnitt, dessen Mittelpunkt C und dessen Halb- 
messer ^6i ist. Schnittpunkte sind sicher vorhanden i), da 



*) F. Schur hat bei seiner Ableitung der hyperbolischen 
Geometrie den Satz: „Der Kreis schneidet jede Gerade, deren 
Abstand vom Mittelpunkt kleiner ist als der Radius" als beson- 
deres Postulat formuliert. (Math. Annalen, Bd. LV. Leipzig 1901 
S. 292.) 
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\>h. D' sei einer der beiden Schnittpunkte. Wir ver- 
längern CD' um sich selbst bis A^ {CA^ = hy) und ver- 
binden A^ mit Bf Tj sei der Schnitt von AB und der 
Mittellinie. 

Wir fällen dann die Lote ^-^J, BB! und CC auf 
die Mittellinie TIT) des Dreiecks ABC, Dann ist 

^2^2= CC'iACCB^^AtAtiy) 

und daher 

A^Aft^BB (weü BB'^CC). 

Demnach sind in den beiden rechtwinkligen Dreiecken 
BB^If und A^A'iE' zwei Katheten einander gleich, die den 
gleichen Winkeln (Scheitelwinkehi) BEB und A^ETA^ 
gegenüberliegen. Diese Dreiecke sind also einander kon- 
gruent, daher 

BE = EA^. 

Die Mittellinie EB des Dreiecks BCA^ fällt also 
mit der Mittellinie ED des Dreiecks BCA zusammen. 

Wie im ersten Fall sind dann die beiden Dreiecke 
einander endlichgleich und defektgleich; sie stehen beide in 
dieser Beziehung zum Viereck BCC'B' , 

Betrachten wir jetzt die Dreiecke: 

ABCy A^BG, A^B^C^, 

so ist das erste dem zweiten endlichgleich und defektgleich, 
das zweite dem dritten defektgleich und es hat außerdem 
die Seite CA^ =h^ = A^ Ci mit ihm gemein. 

Hieraus folgt: 

Zwei (ganz im Endlichen gelegene) Dreiecke 
mit gleicher Winkelsumme w (oder gleicher Defekte 
71 — w) sind endlichgleich. (Vgl. § 14, 3.) 

Sie sind nämlich beide demselben Dreieck endlich- 
gleich, daher (S. 71) auch untereinander. 

4. Der Defekt als Flächenmaß in Polygonen. 

Wir beweisen zuerst, daß die durch Zusammenfügen 
zweier Polygone, eines m-Ecks mit der Winkelsumme Wf,^ 
und dem Defekt df«» = (m — 2) jr — m?« und eines w-Ecks mit 
den entsprechenden Werten Wn und d„ =(n — 2)jr — «<?„ ent- 
stehende Figur zum Defekt die Summe d^ + dn hat. 
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Ist z. B. eine Seite a des n-Eoks kleiner als eine 
Seite 6 des m-I3cks, dann legen wir diese Seite 6 auf a 
und tilgen das Seitenstück a auf b, so daß eine Figur 
mit m + n Ecken und Seiten entsteht. Die Winkelsumme 
in ihr wird: 

und der Defekt 

= {m + n — 2)71 — (m — 2)7t — {n-'27z) + d„, + dn'-27i 

= dn + dfn- 

Fällt beim Zusammenfügen eine Ecke des m-Ecks mit 
einer des n-Ecks zusammen, so wird die Winkelsumme in 
dem entstehenden (w + n — 1)-Eck 

U;fn + Wn + 7l, 

und der Defekt wird wieder 

{m + n— 3)71 — Wn. — Wn — 71 = d„, + dn, 

und so in allen andern Fällen, w. z. b. w. — 

Zerl^n wir jetzt ein gegebenes — der Einfachheit 
halber als konvex angenommenes — m-Eck durch Diago- 
nalenziehen von einer Ecke aus in m — 2 Dreiecke A^A^... 
Am-if 60 sind diese Dreiecke zusammengenommen dem 
Polygon defektgleich und endlichgleich. 

Ist jetzt ein zweites Polygon, ein w-Eck mit demselben 
Defekt gegeben, das ebenfalls konvex sein mag, so zerlegen 
wir es ebenfalls in n — 2 Dreiecke Ji , JJ . . . Ji_s . 

Die Dreiecke A^^A^... ^m-2 siiid dann also zusam- 
men defektgleich den Dreiecken Ji, J^* • • ^n-s- Befinden 
sich in einer Gruppe Dreiecke mit demselben Defekt, also 
gleichem Inhalt (3) wie in der andern, so lassen wir aus 
beiden Gruppen diese Dreiecke fort. A^y A^ . . . ^t bzw. 
A'iy A2...Ak seien diese Dreiecke. Ist dann etwa der 
Defekt von Ajt+i kleiner als der von Ai+i, so zerl^n wir 
Ajt+i in zwei Dreiecke, von denen das eine defektgleich^ 
also auch endlichgleich dem Dreieck Jj+i ist. Dann blei- 
ben in der ersten Gruppe noch m — 2 — k — l=^fn — Jc — ^ 
Dreiecke, die den übrigen n — k — 2 Dreiecken der zweiten 
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Gruppe defektgleich sind. Dies Verfahren setzen wir fort, 
bis von beiden Gruppen nichts mehr übrig ist; denn sie 
müssen gleichzeitig nach all diesen einzelnen Schritten er- 
schöpft werden,, von denen jeder mindestens eine der beiden 
Gruppen um ein Dreieck beraubt, während die übrigblei- 
benden Reste defektgleich sind. 

Hieraus folgt, daß (durch die Vermittelung der Teil- 
dreiecke) die beiden Polygone endlichgleich sind. 

Also haben wir den Satz: 

Zwei Polygone mit gleichem Defekt sind end- 
lichgleich. ^) 

(Sind die Polygone nicht konvex, so muß das Ver- 
fahren in einfacher Weise abgeändert werden.) 

Anmerkung 1: Setzt man also för irgend ein Polygon 
fest, daß der Inhalt dem Defekt gleich sein soll — eine 
Festsetzung die sich dadurch rechtfertigt, daß nur für Poly- 
gone, die auf einen Punkt zusammensc&umpfen, der Defekt 
gleich Null ist — so folgt: 

Der Inhalt eines Polygons ist seinem Defekt 
gleich. 
Anmerkung 2: Der Vergleich der Polygone gestaltet 
sich nicht so einfach, wie in der euklidischen Geometrie; 
man kann"z. B. nicht etwa jedes Polygon in ein inhalts- 
gleiches Dreieck verwandeln, oder jedes Dreieck in ein 
rechtwinkliges. *) (Der MaximaUnhalt eines Vierecks ist 
gleich 2jiy der eines Dreiecks 7i(w = o)y also kann ein Vier- 
eck, dessen Inhalt größer als ji ist, niemals in ein Dreieck 
umgeformt werden, sein Defekt ist zu groß um eine Um- 
formung in ein Dreieck zu gestatten.) 



*) Vgl. G^rard, Sur la g^ometrie non euclidienne (Thdses 
de doctorat Paris 1892) Ohap. III. — Einen vom Parallelenpostulat 
unabhängigen Beweis der Endlichgleichheit inhaltsgleicher gerad- 
linig begrenzter Polygone hat schon 1833 Gerwien gegeben. (Zer- 
schneidung jeder beliebigen Anzahl von gleichgroßen geradlinigen 
Figuren in dieselben Stücke. Grelles Journal f. Math. X, S. 228 
bis 240.) 

*) Lobatschefskij selber glaubte irrtümlicherweise, jedes 
Dreieck in ein inhaltsgleiches rechtwinkliges verwandeln zu kön- 
nen, ein Zeichen, wie fest die aus der euklidischen Geometrie 
vertrauten Tatsachen sich uns eingeprägt haben. (Vgl. die Be- 
merkung von Engel, „Lobatschefskij'' S. 266.) 
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§ 19. Die Omndeigenseliafteii der Parallelen. ^) 

1. Definition der Parallelen. 

Ist die Winkelsumme im Dreieck kleiner als ny gilt also 
das Parallelenpostulat nicht, so gibt es durch einen Punkt 
P außerhalb von a außer dem Lot P^F auf PF(PF±g) 
noch andere Gerade, die a nicht treffen. Die von P 
nach außen gehenden Halbstrahlen, (PA) treffen a gewiß 
nicht (S. 1, Anm. 2), aber auch unter den nach innen gehen- 
den Strahlen PJ muß es solche geben, die a nicht treffen. 

Die vom Punkte P ausgehenden Halbstrahlen, die in 
den ßaum FPP' hineingehen, sind also scharf in diese zwei 
Klassen geschieden: schneidende und nicht schneidende, und 
auf einen nicht schneidenden kann kein schneidender mehr 
folgen, wie umgekehrt einem schneidenden Strahl kein nicht 
schneidender vorausgehen kann, was leicht mit Hilfe der 
Seite 9, Anm. 1 ausgesprochenen Forderung bewiesen wer- 
den kann. 

Wir entnehmen hieraus, daß es zwischen den nach 
innen gehenden nicht schneidenden Halbstrahlen PN und 
den schneidenden eine eindeutig bestinmate Grenze gibt 

Die Gerade PA'y welche diese Grenze darstellt, nennen 
wir die Parallele (vgl. § 10, 4), wir sagen, sie hat ein 
Ende mit der Geraden a gemein. 

Durch P geht noch eine andere Parallele PjB' zu a, 
die durch Spiegelung von PA' an PF entsteht. Die Winkel, 
welche die beiden Parallelen mit dem Lot einschließen, sind 
also gleich (vgl. S. 38 unten). 

2. Weiteres über den Parallelismus. 

So verschieden die Definition des Parallelismus zweier 
Geraden in der euklidischen und in der hyperbolischen 
Geometrie ist, so bleiben doch viele Sätze, die diese Be- 
ziehung betreffen, ungeändert. Wir greifen die folgenden 
heraus: 

1) Der Parallelismus der Geraden gf zur Gera- 
den g beginnt in jedem Punkte von /. 

Beweis: Es sei P^ ein Punkt auf /, der von P aus 
gerechnet nach dem gemeinsamen Ende von g und g^ hin 



*) Vgl. zu den folgenden Entwickelungen : Lobatschefskij. 
S. 11 u. S. 165 ff. 
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liegt. Wir fallen von P^ das Lot Pj-Fj auf g und be- 
haupten nun^ daß die Yerbindungslinie eines Punktes Q 
(im Winkekaum zwischen jFiPi und gT) mit P^ die (Ge- 
rade g in einem Punkt A^ treflfen muß. Wir verbinden Q 
mit P, diese Gerade muß g treffen^ etwa in A. PQA 
schneidet Pi-Fx also etwa in Jf, und die in das Drei- 
eck MFiA eintretende (jerade P^Q muß FiA in einem 
Punkt Ai treffen. Der Schnittpunkt Ai ist also wirklich 
vorhanden. — Daß jeder von P^ an außerhalb / verlaufende 
Halbstrahl die Gerade g nicht treffen kann, ist klar. — 
Ebenso ist der Beweis für Punkte (P,) von /, die auf der 
andern Seite von P gelegen sind^ zu führen^ (d. h. mit be- 
standiger Anwendung der auf S. 9, Anm. 1 ausgesprochenen 
Forderung.) 

Also: Zieht man durch einen Punkt P die Parallele 
^ zu 9^ so ist sie in jedem ihrer Punkte parallel zu g. 




Fig. 9. 

Ein Beweis dieses Satzes ist durchaus notwendig; 
denn die der Geraden g^ in einem Punkte zukommende 
Eigenschaft, Schnitt zwischen den g treffenden und den nicht 
treffenden Halbstrahlen zu sein, braucht ihr an sich nicht 
in jedem Punkt zuzukommen. — Manche Scheinbeweise 
des Parallelenpostulats beruhen auf solchen erschlichenen, 
nicht richtig bewiesenen Annahmen. ^) — 



^) In älteren Elementarbüchern wird z. B. die euklidische 
Forderung erschlichen durch die Definition: „Zwei nicht zusam- 
menfallende Gerade gleicher Richtung heißen parallel." Die 
gleiche Richtung kann aber doch nur für ein Paar Punkte P 
auf ^ und P' auf g^ mit Hilfe von Wechsel winkeln etwa definiert 
werden. Nimmt man sie, wie das dann zu geschehen pflegt, für 
jedes Paar an, so liegt darin die auf S. 5 (§ 2, 3) ausgesprochene 
Form des Parallelenpostulats. 



Digitized 



by Google 



78 Kapitel III. Synthetische Geometrie. 

2) Der Parallelismus zweier Geraden ist immer 
gegenseitig. 

Beweis: (Vgl. Fig. 9.) Es sei PF das Lot von P 
auf Qy ferner / parallel zu g. Daß jeder von F an außer- 
halb g verlaufende Halbstrahl ^ nicht treffen kann^ ist 
selbstverständlich. Wir föUen jetzt das Lot FF^ auf (f 
und haben zu zeigen, daß jeder in dem Winkelraum zwi- 
schen FP^ und g von F aus verlaufende Halbstrahl die 
Gerade g^ triffib. Wir fallen zu dem Zweck noch das Lot 
PH von P auf h . Dann ist der Fußpunkt H in dem von 
FP^ , g und / begrenzten Teil der Ebene gelegen und 
FP>PH (§ 4, 1). 

Dreht man jetzt das Lot PH mit der Geraden h und ^ 
und P so lange, bis J?auf PF liegt (H^), so kommt dabei ^ 
in eine neue Lage gi , und gi muß die Gerade g schneiden, 
weil gi zwischen dem Lot PF imd der Parallelen / gelegen 
ist. \ , die Gerade, in welche h übergeht, muß dann ^i 
schneiden. 

Der Schnittpunkt von gi imd h^ verwandelt sich, wenn 
wir die Figur in ihre erste Lage zurückdrehen, in den 
Schnittpunkt von g^ und Ä, d. h. / und h schneiden sich, 
w. z. b. w. 

Also ist g auch zu g^ parallel. 

3) Sind zwei Gerade einer dritten (in derselben 
Richtung) parallel, dann sind sie untereinander 
parallel. 

Wir wollen den Beweis nur für den schwierigsten Fall 
erbringen, daß die Gerade g^, die zu g und /' parallel ist, 
außerhalb g und ^' verläuft, etwa von g aus gerechnet, jen- 
seits von g^\ 

Wir fällen von P (auf g) die Lote PF und PF' 
auf / und g^\ PF^ muß, wie sich zeigt, /' in einem 
Punkt P'' schneiden, der von P" aus in der Richtung des 
Parallelismus liegt, denn der Winkel F^^P^'P muß spitz 
sein, als Scheitelwinkel eines Winkels zwischen dem Lot 
P^^F und der Parallele p" zu flf . Fällen wir jetzt das Lot 
P"jF auf g . Jede von P" aus im Winkelraum zwischen 
P"jP und p" verlaufende Gerade kann / nicht treffen, 
muß daher g treffen. (Dies zeigt eine ämliche Schluß- 
weise wie in 2.) Daß aber weiter jede Gerade, die von 
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P" aus zwischen P^'F und ^' verläuft, g nicht treffen kann, 
ist klar. 

Also sind p' und gf' parallel und zwar nach derselben 
Richtung wie gg' und g^' . 

. 3. Die Beziehung zwischen Lot und Parallel- 
winkel (Vgl. § 13, 4.) 

Fällt man vom Punkt P das Lot PF=p auf g und 
zieht durch P die Parallele zu gf , so nennen wir den Winkel 
zwischen dem Lot und der durch P zu ^ gelegten Parallele 
g^ den zum Lote p gehörigen Parallelwinkel n(j>). 
Cs gehört infolge von Kongruenzsätzen zu jedem Lot ein 
bestimmter Parallelwinkel d. h. 
Der Parallelwinkel ist eine eindeutige Funktion 
des Lotes. 

Umgekehrt können zu einem Parallelwinkel nicht zwei 
verschiedene Lote gehören; denn hätten zwei Lote p und 
Pi denselben Parallelwinkel, so könnte man in einem Punkte 
F von g die Lote p = FP und Pi = FPi errichten, die 
durch P und P^ zu g gezogenen Parallelen / und pi wür- 
den dann mit P^PF dieselben Winkel einschließen und 
man käme auf die nur mit dem euklidischen Parallelen- 
postulat verträgliche Annahme (§ 2, 1), daß es durch den 
Punkt Pi außerhalb / nur eine Gerade gi gibt, die g' 
nicht trifft. Es wäre nämlich leicht zu zeigen, daß g^ und gri 
ein gemeinsames Lot haben, d. h. die beiden durch Fi auf 
^, (P-FiJLPi) zu g^ gezogenen Parallelen würden zusam- 
menfallen. 

Das Lot ist also eine eindeutige Funktion des 
Parallel winkeis. 

Da der Parallelwinkel mit dem Lote nicht zunehmen 
kann — wäre n(pi) = oc^ größer als n{p) = a , so könnte 
^i nicht die Grenze zwischen den schneidenden und den 
nicht schneidenden Geraden sein; denn die Gerade, die in 
Pi den Winkel oc mit PiPi einschließt, schneidet ja bereits 
^ nicht — und da er sich nicht gleich bleiben kann, muß 
er abnehmen. Für ^ =- fällt g^ mit g zusammen; dann ist 
also n{p)-=*j^7c. 

Der Parallelwinkel, der für i> = den Wert ^n 
hat, nimmt also ab mit zunehmendem p.^) 

*) W. Bolyai meinte seltsamerweise, als sein Sohn Johann 
zum Ergebnis gelangt war, daß der Parallelwinkel in der abso- 
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Bemerkung: Um zu zeigen, daß n{p) mitp unbegrenzt 
abnimmt^ bedarf man des Nachweises, daß zu jedem auch 
noch so kleinen Winkel a ein Lot p sich konstruieren läßt 
für das (x = TI{p) ist. Wir werden den Beweis später (§ 25, 2) 
erbringen. Übrigens kann man mit den abgeleiteten Sätzen 
bereits einen indirekten Beweis für die Blchtigkeit der Be- 
hauptung erbringen, man erkennt durch ähnliche Betrach- 
tungen, wie die in § 3, 3 zur Widerlegung des Legendre- 
schen Scheinbeweises angewandten, daß, wenn man das auf 
dem einen Schenkel eines noch so spitzen Winkels errich- 
tete Lot hinreichend weit hinaus schiebt, es schließlich den 
andern Schenkel nicht mehr schneiden kann. Das Lot, das 
die Grenze zwischen den schneidenden und den nicht schnei- 
denden bildet, ist dann zu dem andern Schenkel OÄ 
parallel. ^) 

Bemerkung: Von zwei Geraden, die parallel sind, 
wollen wir sagen, sie haben ein Ende gemein (vgl. § 10,4). 

§ 20. Die gegenseitige Lage zweier Geraden. 

1. Die Geraden mit gemeinsamem Lot. 

Zwei Gerade, die sich nicht in einem Punkt treffen 
und nicht parallel sind, können jedenfalls nicht mehr als 
ein gemeinsames Lot haben, denn es gäbe sonst Recht- 
ecke, was ausgeschlossen ist. Die Existenz eines gemein- 
samen Lotes aber kann man indirekt erschließen: 

Die Länge des von einem Punkte der Geraden ^ 
auf die Gerade g geföUten kann Lotes nicht konstant sein. 
Wäre nämlich das Lot Ä^Ä gleich dem Lot P'P, wo- 
bei Ä^ ein fester, P' ein beweglicher Punkt auf jf ist, 
so würde das in der Mitte M von ÄP errichtete Lot das 
Viereck Ä'ÄMPP in zwei symmetrisch kongruente Vier- 
ecke MA'AM^MP'PM zerlegen, d. h. die Gerade MM' 
wäre auch Mittellot von AP\ Könnte nun P' auf ^ be- 
liebig angenommen werden, so würde man auf die Existenz 



luten (hyperbolischen) Geometrie yeränderlioh ist, das sei un- 
möglich, aie Größe dieses Winkels müsse ,,absolut bestimmt" sein. 
Vgl. Stäokel, Die Entdeckung der nichteuklidischen Geometrie 
durch J. Bolyai. S. 15. (Math, und naturw. Berichte aus Un- 
garn XVn. Leipzig 1901.) 

*) Lobatschefskij S. 174. 
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mehrerer gemeinsamer Lote geführt^ die aber nicht bestehen 
können. 

Der Abstand P^P kann also nicht konstant sein, es 
muß also P'P sich ändern imd zwar muß ein Minimum 
existieren, und in dem Punkt P', für den dieses Minimum 
eintritt, muß dann P'P auf ^ senkrecht stehen, ^) — 

Wir wollen diesen indirekten Existenzbeweis ergänzen^ 
indem wir eine wirkHche Konstruktion geben. *) 

Man fälle von P (auf g) das Lot P-F' auf ^ und von 
einem andern Punkt A aus das Lot AF (A ist so zu 
wählen, daß AF<PFy Dann machen wir AF^ gleich 




AF, tragen an AF' den spitzen Winkel {FAy g) an, und 
bringen den zweiten Schenkel ^' dieses Winkels zum Schnitt 
(jQ) mit g. (Die Existenz von Q wird später bewiesen.) 
Von Q fallen wir wieder das Lot QG auf g^ und tragen 
noch von A und F die Strecken ab 

A(^=^AQ, F&=^F'G. 



^) Lobatschefskij (S. 26) beweist die Existenz des gemein- 
samen Lotes mit trigonometrischen Formehi. 

') Diese Konstruktion hat Hubert gegeben. (Vgl. Fig. 2 
seiner Arbeit: Neue Begründung der Bolyai-Lobatschefskij- 
schen Geometrie. Math. Annalen £d. LYII, Leipzig 1902. S. 137 
bis 150.) Andere Konstruktionen setzen die Parallelenkonstruk- 
tion oder die erst in § 24 entwickelten Zuordnungen voraus. Vgl. 
z. B. Lobatschefskij S. 253 u. 255. 



Liebmann, Nichteuklidische Geometrie. 
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Dann ist das Viereck QAF'G kongruent dem Vier- 
eck qfAF&, also ist qG" gleich QO und Q^& steht auch, 
ebenso wie QG, auf gf senkrecht. Errichtet man jetet in 
d6m Viereck QGG^Q^ auf GG" das Mittellot, so ist es 
auch Mittellot von QQ^^ und wir haben damit das ge- 
meinsame Lot wirklich konstruiert 

Zu beweisen ist nur noch die Existenz des Schnitt- 

Sunktes Q, die sich aber leicht ergibt Wir denken uns 
urch F die nach rechts gehende Parallele h zu g gezogen, 
lind ebenso durch F' die entsprechende Parallele A' zu ^'. 
h^ und h haben dann ein gemeinsames Lot das durch die 
Mitte von FF* geht, imddie Gerade hf , die -4jF in einem 
zwischen Ä und F gelegenen Punkte schneiden, muß, da 
sie ^' nicht schneidet, notwendig von der Geraden g ge- 
schnitten werden, d. h. es gibt einen Schnittpunkt Q . 

Bemerkung. Zwei Gerade also schneiden sich ent- 
weder in einem (reellen) Punkt oder sind parallel, wofür 
wir auch sagen, sie haben ein Ende gemein, oder sie haben 
ein gemeinsames Lot. Wir wollen auch im zweiten und 
dritten Fall sagen: die Geraden schneiden sich in einem 
Punkt, nämlich in einem unendlich fernen und in einem 
idealen Punkt unter der „Verbindungslinie zweier idealer 
Punkte" verstehen wir dann das gemeinsame Lot zweier 
Geraden, unter der zweier Enden (oo f. Punkte) die Gerade, 
die mit zwei gegebenen Geraden im vorgeschriebenen Sinn 
parallel ist usw. Es gilt dann ausnahmslos der Satz, daß 
zwei Punkte eine Gerade bestimmen, einerlei ob sie reell, 
Enden oder ideal sind. 

2. Die verlangsamte Konvergenz der sich schnei- 
denden Geraden.^) 

Wir wollen noch zeigen, daß in unserer Geometrie 
zwei sich schneidende Gerade langsamer konvergieren als 
in der euklidischen. — (Die anfangliche Konvergenz zweier 
Geraden kann sich, wie in Fig. 10, wo die Lotlängen 
zunächst abnehmen (PF^>ÄF), später sogar in Divergenz 
verwandeln, wenn die Geraden ein gemeinsames Lot haben.) 
Wir wollen nämlich zeigen: 

Fällt man von den Punkten (Ä) des einen Schen- 
kels eines spitzen Winkels Lote AB auf den andern 



^) Lobatschefskij. S. 178. 

dby Google 



Digitized t 



% 20. Die gegenseitige Lage zweier Geraden. 



83 



Schenkel (Ä), so wächst der Schenkel, von dessen 
Punkten die Lote gefällt sind, schneller als der aut 
<len sie gefällt sind. 

(In der euklidischen Geometrie wachsen die beiden 
Schenkel in demselben Verhältnis an.) 

Es sei (Fig. 11) A^B^ ein Lot und B^B^ =B^B^ =B^ 0. 
Dann ist, da jedes der Vierecke ^J.iJBi^ und ^g^JBg-Si 
«ine Winkelsumme hat, die vier Rechte nicht erreicht, 

Spiegelt man jetzt ^3^ an Ä2B2, so kommt Ä^ 
nach A3 auf die Verlängerung von B^A^. In dem Drei- 




Fig. 11. 

eck AjA^As liegt aber dem größeren der beiden Winkel 
( jci > 0C3) die größere Seite gegenüber. Es ist also 

-^2 Aq = A.2 -A-s > A^ A.^ • 

Ebenso ist 

Demnach ist nicht 

A^O A^O AsO 



öondem 



B^O B^O BsO' 



A,0 A,0 A3O 
B^O^B^O^B^O' 



Die Konvergenz zum Schnittpunkt hia ist also schwä- 
cher, die Divergenz vom Schnittpunkt aus stärker als in 
der euklidischen Geometrie. 
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Bemerkung: Man sieht^ daß der Pythagoreische 
Lehrsatz nicht mehr gilt:^) 

Es seien a und 'b{a>}>) die Katheten, c die Hypotenuse. 
Die Hohe möge die Hypotenuse in die Abschnitte c^ (an a) 
und C2 (an h) zerfallen« Dann ist: 





c^ a 




7>7' 


also 






'^>7- 


Ebenso 






c^^h 




7>7 


also 









und 

(Ci + C2)c = c«>a« + 62. 

3. Die Konvergenz der Parallelen. 2) 
Wir wollen zeigen, daß zwei Grerade, die ein Ende ge- 
mein haben, sich nadi der Seite des Parallelismus hin 
asymptotisch einander nahem. 

Man fälle von P und P^ auf der Parallelen g^ zu g 
(P^ «möge mehr nach dem gemeinsamen Ende hin liegen als 
P) aus die Lote FF und P^F^ auf g. Wir errichten auf 
der Mitte M von FF^ das Lot, das ^ in ^ zwischen P 
und Pi schneiden möge und spiegeln PiPi an QM. Das 
Spiegelbild I? von P^ liegt dann auf P^ zwischen F 
und F, denn der Winkel ^QP^F^ = ^QP^F ist stumpf. 
Also ist * 

Pii^i=Jf'i^<PF. 

Man sieht auch leicht, daß der Unterschied zwischen 
PjjFi und QM kleiuer ist als der zwischen QM und PFy 
daß also FF bei geeigneter Wahl von P beliebig groß wird. 
Umgekehrt folgert man auch leicht, daß PijFi bei geeig- 



^) Lobatsohefskij, S. 179. 
«) Lobatsohefskij, S. 181. 
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neter Wahl von P^ beliebig klein wird (vgl. § 13, 3). Man 
trage p^ = F^ P^ von F aus auf FP ab (bis F^, und ziehe 
durch Pg ^i® Parallele zu g, die nicht durch das gemein^ 
same Ende von g und ^ geht Sie schneidet ^ in Pi. 
Von Pi fälle man das Lot PiFi auf g und spiegele p^ 
daran, man erhält dann sofort F^F^ . 

Umgekehrt: Nähern sich zwei Gerade g und st 
nach einer Seite hin einander asymptotisch, ohne 
sich zu schneiden, so haben sie ein Ende gemein. 

Man sieht sofort, daß ein von P (auf g^) an außerhalb 
g^ verlaufender Halbstrahl die Gerade g nicht trifft. Be- 
trachten wir einen Halbstrahl gr", der in dem Winkelraum 
zwischen PF und g^ eintritt, und fallen von einem Punkt 
Pi auf g^ aus das Lot P^F^ auf ihn, und das Lot PxF^ 
auf g, so ist, solange der Schnittpunkt von P^F^ und ^' 
zwischen g^ und g liegt, inmier P^F^KP^F^, Da nun 
aber, je weiter man P^ von P nach der Seite der Konvergenz 
von g und gf hin entfernt ninmit, P^F^ immer wächst, 
P^F^ aber beliebig klein wird, so muß der Fall eintreten, 
daß gf' die Figur PFF^P^ nicht zwischen P^ und -F^, 
sondern zwischen F und F^ schneidet, g^ ist also sicher 
Grenzstrahl zwischen den Halbstrahlen, die g treffen und 
denen, die g nicht treffen, d. h. parallel zu g. 



§ 21. Schnittpunktsätze über das Dreieck und ihre 
Anwendniigeii auf Konstruktioiieii. 

1. Vorbemerkung. 

Eine ganze Reihe von wichtigen Konstruktionen lassen 
sich auf ganz elementare Sätze zurückfuhren, auf die Existenz 
gewisser sogenannter „merkwürdiger Punkte^^ im Dreieck: 
die vier Schnittpunkte von Halbierungslinien der Innen- 
und Außenwinkel, den Höhenschnittpunkt und den Schnitt- 
punkt der Seitenmittellote. Die Existenz dieser Punkte 
ist allein mit HUfe von Kongruenzsätzen nachzuweisen; es 
tritt der euklidischen Geometrie gegenüber nur die neue 
Tatsache lunzu, daß die Punkte auch ideal sein können 
oder unendlich fem (vgl. § 20, 1 Bemerkung). Die Sätze 
gelten auch im erweiterten Bereich, d. h. für Dreiecke, 
deren Ecken unendlich fem oder ideal sind; sie sind dann 
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natfirlich anders zu fassen.^) Ist z. B. eine Ecke ideal^ 
so wird eine durch sie gehende Gerade einfach das Lot 
auf dem gemeinsamen Lot der Geraden^ die sich in dieser 
idealen Ecke treffen usw. 

Sehr viele Konstruktionen lassen sich darauf zurück- 
fuhren, z. B. auch die Konstruktion der Parallelen, wenn 
man irgend zwei Parallele kennt. (Ein von Rechnung 
oder von der Benutzung des Raumes als Hilfsmittel nicht Gre- 
brauch machender einwandfreier Beweis der später (§ 25, 1) 
entwickelten absoluten Parallelenkonstruktion, ist bisher nodi 
nicht erbracht worden.) 

2. Die Mittellote der Dreiecksseiten. 

Der erste Satz ist: 

Die Mittellote der drei Seiten eines Dreiecks 
treffen sich in einem (reellen, unendlich fernen oder 
idealen) Punkt 

(Wir betrachten ein Dreieck, dessen Ecken reell sind.) 

Schneiden sich zwei der Mittellote in einem reellen 
Punkt, dann geht auch das dritte Mittellot durch diesen 
Punkt: dieser Satz ist einfach aus Kongruenzsätzen abzu- 
leiten. 

Ebenso einfach ist der Fall zu behandeln, in dem das 
dritte Mittellot durch denselben idealen Punkt geht wie die 
beiden andern. 

Haben nämlich die Mittellote Biy und Elf der Seiten 
JBC und CA das gemeinsame Lot I/If y und fällt man 
darauf von A^B und C aus die Lote AA ^ BJB^ , CC% 
so ist 

BB==CC' = AA\ 

Errichtet man jetzt auf A'B" das Mittellot in F\A'F' 
= F'B^y so muß es die Strecke AB treffen (etwa in F), 
und das Viereck BBF'F wird symmetrisch kongruent 
AA'F'F. Daraus folgt, daß F'F auch MitteUot von AB 
ist, w. z. b. w. — 

Haben endlich zwei Mittellote, das in D imd das in F 
errichtete, ein Ende gemein, so kann das dritte Mittellot 



^) Ein analytischer Nachweis des Satzes vom Höhenschnitt- 
punkt findet sich z. £. bei G^rard auf Seite 54 der oben (S. 75 
Anm. 1) genannten Arbeit. 
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mit keinem der beiden andern einen reellen oder idealen 
Punkt gemein haben; es muß alsp mit den beiden andern 
je ein Ende gemeiu haben. Da sind niu* zwei Fälle mög- 
lich. Entweder haben alle drei Mittellote ein Ende, gemein, 
oder sie bilden ein asymptotisches Dreieck, d. h. ein Drei- 
eck mit drei unendlich fernen Ecken oder Nullwinkeln 
(§ 14, 2). - 

Wir wollen zeigen, daß der zweite Fall ausgeschlossen 
ist Errichtet man auf einer Seite a das Mittellot, der die 
beiden Winkel, ß und y{>ß) anliegen, so schneidet das 
Mittellot die dem größeren Winkel gegenüberliegende Seite. 
Hieraus folgt, daß die dem größten Winkel gegenüber- 
liegende Seite (außer von dem eigenen) auch von den beiden 
andern Mittelloten getroffen wird, d. h.: Mindestens eine 
Seite schneidet alle drei Mittellote in reellen Punkten. 

Weiter aber können drei Sei- 
ten g^g^g^ eines asymptotischen 
Dreiecks mit den Enden Ey^ E^ Eg 
gegenüber gig^g^i niemals von 
derselben Geraden h in drei 
reellen Punkten getroffen wer- ^ 

den. Sind zwei von den Schnitt- -^^==:::i Ly{^^ ^ 

punkten z. B. (^^Ä) und (ö^g^); 
reeU, dann muß der dritte not- 
wendig ideal sein, denn ziehen Fig. 12. 
wir durch den Punkt P^ {g^ , h) 

die Gerade g^ durch das Ende E^, so kann h diese Parallele / 
nicht zum zweitenmal treffen, kann also g^ nicht schneiden, 
weil h außerhalb des Dreiecks P^E^E^ liegt. 

Die drei Mittellote haben in diesem Falle also das- 
selbe Ende gemein. 

Anwendung: Bolyais Konstruktion des Lotes 
zum Parallellwinkel. ^) 

Es soll auf dem einen Schenkel (c) des Winkels oi daß 
Lot errichtet werden, das zum andern Schenkel parallel ist. 
(Vorausgesetzt ist die Möglichkeit des Parallelenziehens 
§ 25, 1.) Man nehme zunächst eine Strecke AE an, so groß, 
daß der zu dieser Strecke gehörige ParaUelwinkel ß kleiner 




^) J. Bolyai de Bolya, Appendix scientiam spatii absolute 
veram exhibens. Editio nova Budapest. 1902, § 35. 
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als (X ist, Dann trage man an Ä'Ä den Winkel ß an und 
mache den zweiten Schenkel ÄC=2ÄE. Zieht man durch 
C die Parallele CA' zu ÄA% so ist <ECA =:EAA' =^ß, 
und c muß CA schneiden etwa in C^, sonst wäre AAf 
nicht parallel zu CA' . — An A' C wird nun (X angetragen. 
Der zweite Schenkel [CC) des Winkels muß wieder c 
schneiden: Denkt man sich durch C^ die Parallele im GC 
gezogen, so schließt sie mit G^ C einen Winkel ein, der 
großer als <AC^A' ist (weil C^G<AG^). Die Verlänge- 
rung von AC^ muß also CG' schneiden: Jetzt macht man 
DiB=GDi und trägt den Winkel oc an D^JB in J? an 
{<ABB' = (x). 

Die drei Geraden A'A,A'C und B'B schließen paar- 
weise gleiche Winkel mit den Dreiecksseiten ein: 

<A'AC=<A'CA = ß, 

<A'AB^<BBA=^(Xy 

<A'GB^<B'BC=(K + y. 

Die Geraden sind also die Verbindungslinien des ge- 
meinsamen Punktes der drei Mittellote der Seiten des Drei- 
ecks ABC mit den Ecken des Dreiecks. Da AA' und CA' 
parallel sind, muß der gemeinsame Punkt ein Ende sein, 
also ist BB parallel zu AA' (und CA'), und das ge- 
suchte Lot ist die Hälfte der Strecke AB. 

3. Die Winkelhalbierenden. 

Daß die Halbierungslinien der Innenwinkel eines Drei- 
ecks mit drei reellen Elndpunkten sich in einem reellen (im 
Innern des Dreiecks gelegenen) Punkte treffen, wird genau 
wie in der euklidischen Geometrie mit Kongruenzsatzen be- 
wiesen; und dieselben Methoden lassen sich auch dann noch 
anwenden, wenn die Ecken in Enden ausarten. (Halbie- 
rungslinie des von zwei parallelen Seiten gebildeten 'SuH- 
winkeis ist dann die zu ihnen parallele Gerade, welche die 
Eigenschaft hat, daß die Schenkel des Nullwinkels zu ihr 
symmetrisch liegen.) — Der reelle Schnittpunkt der drei 
Winkelhalbierenden ist immer zugleich der Mittelpunkt des 
einbeschriebenen Kreises. 

Anwendung: Die Halbierungslinie des Nullwinkels 
(g^SD zu finden. 
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Man verbinde irgend einen Punkt P von g mit irgend 
-einem Punkt P' von ^, halbiere sodann die nach dem ge- 
meinsamen Ende hin gelegenen Winkel zwischen PP^ und 
den parallelen Halbstrahlen, und bringe die Halbierungs- 
linien zum Schnitt (M). Dann hat man einen Punkt M 
der gesuchten Geraden. Man erhält die Gerade selbst als 
Halbierungslinie des Winkels, den die beiden — gleich- 
großen — Lote, die von M auf g und g^ gefallt sind, mit- 
einander bilden. — 

Ebenso gilt der Satz, daß die Halbierungslinie eines 
Winkels imd der beiden Außenwinkel, die der gegenüber- 
liegenden Seite anliegen, sich in einem Punkt treffen (der 
auch unendlich fem oder ideal sein kann). 

Haben z. B. die HalbierungsUnien BB^ und CC der 
Außenwinkel bei B und C das gemeinsame Lot B' C , so 
schneiden sich auch Jff C und BC in. einem idealen Punkt, 
weil die beiden Winkel BBC und C CB spitz sind. BB^ 
sei das gemeinsame Lot B C und B G\ Wegen Symmetrie ist 
dann FF' = BB^EE, unter FF' und EE' die gemein- 
samen Lote von AB und BC sowie von CA und BC 
verstanden, und die Winkelhalbierende AA' von BA C muß 
ebenfalls auf B C senkrecht stehen. — Die genannten drei 
Winkelhalbierenden haben also einen idealen Punkt gemein. 

Ahnlich wird der Beweis, wenn zwei der Winkelhal- 
bierenden ein gemeinsames. Ende haben. 

4. Der Höhenschnittpunkt. 

Li der euklidischen Geometrie läßt sich bekanntlich der 
Beweis, daß die drei Höhen sich in einem Punkte treffen, 
auf die Sätze über die Winkelhalbierenden zurückführen: 
Man zeigt, daß die Höhen AB,BE und GF die Innen- 
winkel des Dreiecks DEF halbieren. (Liegen die Fuß- 
punkte BEF zum Teil außerhalb, so treten an Stelle der 
Innenwinkel von BEF zum Teil die Außenwinkel.) Sie 
müssen sich daher in einem Punkt treffen. 

Entsprechende Betrachtungen sind in der hyperbolischen 
Geometrie anzustellen. Liegt z. B. ein Dreieck vor, dessen 
Winkel bei B und C spitz sind, während die Ecke A un- 
endlich fem ist, so daß die Höhen BE und CF sich in 
einem Punkt M im Innern des Dreiecks treffen, dann wer- 
den wir 80 verfahren: Wir spiegeln FE mit seiner Ver- 
längerung an FMy ebenso EF an EM und bezeichnen die da- 
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bei entstehenden von F und E ausgehenden Halbstrahlen mit 
e und f. In dem Dreieck, dessen Seiten (EF) e und /' 
sind, ist M der Mittelpunkt des einbeschriebenen Kreises, 
FB(J.FM) die Halbierungslinie der beiden Außenwinkel, 
die den Seiten EF und e bei F anliegen. B ist Schnitt- 
punkt der Halbierungslinie eines Außen- und eines Innen- 
winkels, also Mittelpunkt eines anbeschriebenen Kireises, 
ebenso C. Hieraus folgt weiter, daß e und f sich in einem 
Punkt D von BC treffen und daß MI)±BC. Anderer- 
seits ist MD Halbierungslinie des Innenwinkels FBE, hat 
also (nach 2) mit den Geraden BF und CEy die zwei 
Außenwinkel halbieren, das Ende A gemein; m. a. W. 

Die vom Ende Ä auf die Seite BC gefällte 
Höhe geht durch den Schnittpunkt der beiden Höhen 
BE und GF. 

5. Anwendungen: 

1) G^rards Konstruktion des Lotes j? zum Par- 
allelwinkel (X. 1) 

Man nehme den einen Schenkel des Winkels a< GAB, 
die Strecke AB so groß an, daß die Parallele BG zaAG mit 
AB den Winkel ß(<i^) einschließt; die Höhen AD und 
BE treffen sich dann im (reellen) Höhenschnittpunkt H des 
Dreiecks ABG, von dem aus man nur das Lot HF auf 
AB zu fallen braucht. ;p==AF ist die gesuchte Strecke. 

2) Konstruktion des Parallelwinkels n(p) zum 
Lot p, wenn irgend zwei Parallele bekannt sind. 

Gegeben seien zwei Parallele a und 6 mit dem gemein- 
samen Ende G. Wir fällen von einem auf a beliebig an- 
genommenen Punkte B aus das Lot BE auf 6 und ver- 
längern es bis -ff um die Strecke EH=p. Von H fallen 
wir das Lot HD auf a , es schneidet h in einem Punkt A . 
if ist dann der Höhenschnittpunkt im Dreieck ABG, also 
ist das von H auf AB gefällte Lot HF parallel zu b und a, 
es hat mit ihnen das Ende G gemein, und ^FHE ist der 
gesuchte Winkel. 

§ 22. Die Grenzlinie und die Abstandslinie. ^) 

1. Definition der Grenzlinie. 

Die Grenzlinie ist definiert als Ort der Punkte Ai, 

^) Gerard, a. a. 0. S. 73. 

2) Vgl. oben § 11, Nr. 4 u. 5, femer „Lobatschefskij" S. 185 ff. 
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die man erhält, wenn man an einen Halbstrahl a in ^ alle 
möglichen Wiokel Ä,(^jr^Ä,>0) anträgt und dem zweiten 
Schenkel des Winkels jedesmal die Länge 2jp, gibt, wobei 

Ä,= 17(jpi). 

Die entstehende Kurve ist zur Achse a symmetrisch 
gelegen. 

Es seien jetzt zwei Punkte A^ und A^ der Grenzlinie 
konstruiert. Ziehen wir durch A^ und A^ die Parallelen 
a^ und a, zu a, so bilden sie mit A^A und A^A die 
Winkel n(p^ und n(p^. Die Mittellote der Strecken AA^ 
und AA^ sind dann zu a, % und a^ parallel, daher (§ 21, 2) 
ist auch das Mittellot der Strecke A^A^ zu diesen Mittel- 
loten und zu a, % und a^ parallel. 

Bezeichnen wir jetzt die Strecke A^A^ ™* 2^3, so ist 
der Winkel zwischen % und A^A2 gleich ü^p^); ebenso 
der Winkel zwischen Og und A^A^, 

Hieraus ersieht man: 

Dasselbe Gesetz, nach dem die Punkte der Grenzlinie 
konstruiert werden, wenn der Punkt A (und der Halb- 
strahl a) gegeben ist, führt, auf einen beliebigen andern 
Punkt Ay^ und die durch ihn gehende Parallele % (zu a) 
angewandt, wieder auf die Punkte derselben Grenzlinie. 

Mit anderen Worten: 

Die Grenzlinie ist in sich verschiebbar. Alle 
Parallelen a,- zur J.-Achse {Aa) sind selbst wieder 
gleichberechtigte Symmetrieachsen. 

2. Die Grenzlinien als Grenzkreise. (Vgl. S. 43.) 
Tragen wir an den Halbstrahl a den Winkel a an 
und machen den zweiten Schenkel des Winkels AA^^ = 2p 
\öc = /?(p)], so wird A^ ein Punkt der Grenzlinie. Tragen wir 
jetzt den Winkel a'< ä an, und machen wieder AAi=2py so 
wird die Gerade aj, die mit A^Ax den Winkel a' bildet, a 
in einem Punkt (Y schneiden, weü af kleiner ist als der Winkel x , 
der zum Lot ^AA'i^p gehört. Der Punkt (y{a,a\) ent- 
fernt sich aber unbegrenzt nach dem Ende von a hin, je 
weniger a' sich von oi unterscheidet. Man sieht also: Be- 
wegt sich A!i auf einem Kreis mit dem Halbmesser 2p , so 
entfernt sich der Mittelpunkt (Y des Kreises durch A und A'x , 
von dem a eine Achse ist, immer weiter. Entfernt sich (/ 
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ins Unendliche, so geht Ai über in den Punkt A^ d«r 
Grenzlinie. Oder: 

Mit zunehmendem Badius -4. 0^ =» -4i (^ nähert sich jeder 
Punkt Ax des Kreises immer mehr der Grenzlinie. 

Wir können die Grenzlinie daher auch als Grenz- 
kreis, d. h. als Kreis mit unendlich großem Radius 
auffassen. 

3. Die drei Arten von Zyklen. ^) 

Neben dem Kreis und dem Grenzkreis gibt es noch 
eine Kurve, die die Eigenschaft hat, unendlich viele Sym- 
metrieachsen zu besitzen; das ist die Abstandslinie, d. h. der 
Ort der Punkte, die von einer festen Geraden m , der Mittel- 
linie, überall den gleichen Abstand haben. Diese Abstandslinie 
kann nach § 20, 1 keine Gerade sein. Symmetrielinien sind 
alle auf der Mittellinie errichteten Lote. 

Die drei Kurvenarten nennen wir Zyklen. Drei Punkte 
bestimmen immer einen Zykl, der leicht durch die Mittellote 
der Verbindungslinien der Punkte zu bestimmen ist. 

Die Gerade ist nicht, wie in der euklidischen Geo- 
metrie, Grenze des Kreises bei zunehmendem Radius^ son- 
dern Grenze der Abstandslinie, wenn der Abstand a gleich 
Null wird. 

• Die Zykeln, die eine Gerade a zur gemeinsamen Achse 
haben und durch A auf a gehen, ordnen sich so an: 

Wir haben zuerst einen Nullkreis A, Entfernt sich 
der Mittelpunkt von A aus nach einer bestimmten Rich- 
tung hin (etwa nach rechts), so verwandelt sich der NoU- 
kreis in einen Kreis mit endlichem bestandig zunehmendem 
Radius, der schließlich in einen Grenzkreis übergeht. Nimmt 
nun die Krümmung des Zykels in A immer weiter ab, so 
geht der Grenzkreis in eine Abstandslinie über, deren Mittel- 
linie auf a senkrecht steht und den umgekehrten Weg be- 
schreibt, wie zuvor der Mittelpunkt des Kreises mit wachsen- 
der Krümmung. Geht die Mittellinie durch Ay dann fällt 
sie mit der Abstandslinie zusammen, der Zykel wird eine 
Gerade. 



^) Wir wollen hier die verschiedenen Bezeichnungen er- 
wähnen: In gleicher Bedeutung werden gebraucht fftr Grenz- 
linie: Grenzkreis, Orizykl, (Lobatschefskij) linea L. 
(J. Bolyai), Parazykl — ferner für Abstandslinie: Über- 
kreis, Hyperzykl. 
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Nun wiederholt sieh, während die Mittellinie (in der 
Figur) nach rechts wandert, dasselbe in umgekehrter Reihen- 
folge: Abstandslinien, die schließlich in einen Grenzkreis 
übergehen. Dieser verwandelt sich in einen Kreis, der mit 
abuehmendeiii Badius wieder zum Punkt A zusammen- 
schrumpft. 

§ 23. Die Parallelen im hyperbolischen Baum und das 
Paralleldreikant. 

1. Die Parallelen im hyperbolischen Kaum. 

Die Parallelen im Baum sind leicht zu definieren, in- 
dem man sie auf Parallele in der Ebene zurückführt. Man 
lege durch den Punkt P und die Gerade g die Ebene,, 
dann gibt es in der Ebene (P, flf) durch P zwei Gerade, 
die mit g je ein Ende gemein haben, das sind eben die 
Parallelen durch P zu flf. 

Genau wie in der Ebene (§ 19, 2) gelten auch im 
Raum ähnliche Beziehungen wie bei den euklidischen 
Parallelen. 

Z. B. gilt der Satz: 

Legt man durch einen Punkt P und zwei zu- 
einander parallele nicht mit P in einer Ebene ge- 
legene Gerade a^a^ die Ebenen Ey^{Pya^) und^2{-P>^)> 
so schneiden sich E^ und E^ in einer Geraden %, 
die mit % und a^ dasselbe Ende gemein hat. ^) 

Die durch P gehende Schnittgerade % kann weder 
mit % noch mit a^ einen reellen im Endlichen gelegenen 
Punkt gemein haben, denn dieser Pimkt müßte zugleich 
Schnittpunkt von % und a^ sein. 

Og kann aber auch nicht mit o^ ein gemeinsames Lot 
haben. Eine Ebene nämlich, die durch dieses gemeinsame 
Lot ginge und auf E^ (der Ebene durch % , o^) senkrecht 
steht, muß a^ notwendig treffen, aber auch auf E^ und 
auf El senkrecht stehen, daher auch auf a^ , d. h. % und a^ 
hätten ein gemeinsames Lot. Das ist aber nicht möglich,, 
da Og zu % parallel ist. 

03 muß also notwendig mit a^ und a^ in der Ebene 
El und j&2 j® ®in Ende gemein haben, und zwar not- 



*) Lobatschefskij, S. 169. 
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wendig dasselbe, denn sonst müßten OiO^ctg ^^^ asympto- 
tisches Dreieck bilden, d. h. in einer Ebene liegen j^ was 
ausgeschlossen ist. 

Hieraus folgt auch der Satz: 

Sind zwei Gerade % und a^ einer dritten a^ im 
Baum in derselben Richtung parallel, so sind sie 
untereinander parallel. 

Wir legen durch einen Punkt Ä^ von o^ und durch Og die 
Ebene E^ und bringen sie mit der Ebene E^ (a^ %) zum Schnitt. 
E^ und E^ schneiden sich in einer Geraden, die zu Og in der 
vorgeschriebenen Richtung parallel ist, die also mit a^ zu- 
sammenfallen muß, weil sie einen 
^» Punkt A^ von % enthält. Die 

Schnittgerade a^ liegt also mit 
«2 in einer Ebene und ist mit 
«2 in der vorgeschriebenen Rich- 
tung parallel. 

2. Die Kantenwinkel des 
Paralleldreikants(vgl.Fig.l3). 
Beim Paralleldreikant kom- 
men wir zum erstenmal zu einer 
Winkelbeziehung in der hjrper- 
bolischen Geometrie, die sich 
mit einem Satz der euklidischen 
Geometrie deckt. 

Die Summe der inneren 
Kantenwinkel des Parallel- 
dreikants ist gleich zwei 
Rechten. 

Außer dem Satz, daß der Nei- 
gungswinkel zweier Ebenen längs ihrer Schnittgeraden (wenn 
sie sich schneiden) konstant ist, brauchen wir noch die 
Inhaltsbestimmung des sphärischen Dreiecks: Der Inhalt 
des sphärischen Dreiecks mit den Winkeln oc,ß,Y ist gleich 
oc + ß + y — n, multipliziert mit einer bestimmten Funktion 
des Radius. Auch dieser Satz stützt sich allein auf Kon- 
gruenzsätze, ist also vom Parallelenpostulat unabhängig. 

Es seien jetzt ÄÄ% BÄ% CA' drei Parallelen im Raum 
mit dem gemeinsamen Ende A\ 

Die Ebenen AABA', ABCA', A'CAA bezeichnen 
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§ 23. Die Parallelen im hyperbolischen Baum usw. 95 

wir mit Eq, E^ und E^y die den Kanten AA' y BA y CA 
zugehöpgen Kantenwinkel mit a, /8, y. 

Durch den Punkt JB^, der auf BA liegt und den wir 
später sich unbegrenzt nach A hin bewegen lassen^ und A 
und C legen wir die (veränderliche) Ebene E%, die sich E^ 
asymptotisch nähert, wenn B^ nach A wandert. 

Wir bezeichnen noch die Kantenwinkel so 

<EiEi=^(x'y <E2Ei^ßf, <E^Ei = '/. 

Um A, B^ und C als Mittelpunkte denken wir uns 
Kugeln mit gleichen Radien gelegt. Die in der Figur an- 
gedeuteten auf Kugeln von gleichen Eadien gelegenen sphä- 
rischen Dreiecke haben dann, bis auf einen gemeinsamen 
von Null verschiedenen Faktor, die Inhalte: 

(C) = y + ß^+{n-/)-7t^y + ß'-/y 

{B^) = ß + 0C' + /-7l. 

Also wird 

{B^)^oc + ß + y-n + 2ß'-(Ä)-{C). 

Je weiter sich JB^ entfernt, desto kleiner wird ^, wie 
man am einfachsten beweisen kann, wenn man AB und 
B C senkrecht zu BA annimmt. ^) 

(Der Neigungswinkel ß^ liegt dann in der Ebene, die 
durch AB senkrecht zu A CA gelegt ist. In dieser Ebene 
erhält man die Schnittfigur, die zeigt, daß ß^ sich der Grenze 
Null nähert.) 

In den beiden sphärischen Dreiecken (A) und (C) 
nähert sich der Winkel ß^ der Grenze Null, daher auch der 
Inhalt. In dem sphärischen Dreieck (B^) nähern sich zwei 
Seiten, -^AB^B und <CB^B der Grenze Null — (eben- 
so auch die dritte Seite) — daher auch der Inhalt. 

Die zuletzt hingeschriebene Gleichung enthält also 
außer den gegebenen Größen oc, ß,y und ti vier gleichzeitig 
nach NuU konvergierende ß' , (A), (C) und (JB^). Hieraus 
folgt die zu beweisende Formel: 

(X+ß + y — 7t==0. 



^) Nach der Angahe von Engel. (Lobatsohefskij, S. 331.) 
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§ 24. Die Zuordnimg Ton ebenen und sphSriselien 
Figuren. 

1. Das rechtwinklige ebene und das rechtwink- 
lige sphärische Dreieck ^) 

Ist ein rechtwinkliges ebenes Dreieck ABC mit den 
Winkeln oc,ß,(y = ^7t) und den Seiten a,6,c gegeben , so- 
wollen wir in A das Lot AA' errichten , und durch JB und 
C die Parallelen BA' und CA' zu AA' ziehen. Das Par- 
alleldreikant hat dann die Kantenwinkel: oc (an der Kante 
AA^y \7t (an der Kante CA', weil wegen BCJuCA' die 
Ebenen A'AC und A'CB sich senkrecht schneiden) und 
an der Kante BA':\7i — (x (wegen § 23, 2). Wir legen 
jetzt um B als Mittelpunkt eine Kugel^ die von den Kanten 
BA' y BA und BC in A^^B^ und C^ getroffen wird. 

Die Seiten dieses sphärischen Dreiecks sind (im Win- 
kelmaß gemessen) 

A^B^=n{c), (weü BA parallel AA und <A'AB = \n\ 

B^C^ = n{a), (weü BA parallel CA und <ACB=:^\n) 

C,A,=^ß. 

Die Winkel ociß^y^ bei A^B^C^ sind 

ß^^^n — oc (nach § 23, 2), 

y^^<ACA==n(b). 

Zu jedem rechtwinkligen ebenen Dreieck (a, b,c; 
(x,ß) gehört also ein rechtwinkliges sphärische» 
Dreieck [/7(a), ^, I7(c); ^rw-a, 77(6)] . 

Diese Zuordnung ist umkehrbar: Ist ein rechtwinkliges 
sphärisches Dreieck gegeben A^ B^ C^ [ä^ = ^^ , ß^ (<i^) ? 
yii'^'k^ 9 ^y\y^9 so ziehe man vom Kugelmittelpunkt B 
aus die Strahlen nach B^ A^ und C-^ , und errichte auf den 
beiden letztgenannten die Lote AA und CA y die zu BA'^ 
parallel sind. AA und CA sind dann parallel (§ 23, 1) 
und liegen in einer Ebene, auf der BC senkrecht steht^ 
weil BCJuCA y und AA steht auf der Ebene des Drei- 



*) Vgl. hierzu Lobatschefskij; S. 18. 
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ecks ABC senkrecht. Dieses Dreieck ist bei C recht- 
winklig und ordnet sich dem sphärischen Dreieck in der 
oben angegebenen Weise zu. 

Also: Zu jedem sphärischen rechtwinkligen Drei- 
eck kann umgekehrt ein ebenes rechtwinkliges Drei- 
eck konstruiert werden. 

Sind a^by^Ci die Seiten, \ji, ßi,yi die Winkel des 
sphärischen Dreiecks, a,h, c die Seiten, a , /?, ^^ die Winkel 
des ebenen, so ist 

/7(a) = ai, n{b) = y, n(c)^c^, 

2. Die gegenseitige Zuordnung zweier recht- 
winkligen ebenen Dreiecke. 

Hieraus ergibt sich jetzt eine Zuordnung zweier ebenen 
rechtwinkligen Dreiecke; denn man kann ja einem recht- 
winkligen sphärischen Dreieck mit zwei spitzen Winkeln in 
doppelter Weise ein ebenes zuordoen; die Ecken B^ und 
Q können ihre Bollen vertauschen. — 

Führen wir der Übersicht halber eine etwas andere Be- 
zeichnung ein: Zwei Komplementwinkel unterscheiden wir 
durch den Index: 

9^ + 9^1 = 1^^ 
ebenso zwei Strecken, die zu komplementären Parallelwin- 
keln gehören: 

Die den Katheten a und h im ebenen Dreieck gegen- 
überliegenden Winkel wollen wir mit d und e bezeichnen, 
femer mit dem griechischen Buchstaben den Parallelwinkel, 
dessen Lot die durch den lateinischen Buchstaben bezeich- 
nete Strecke ist: 

öc = /7(a); d=Z7(d) 

usw. 

Die fünf Bestimmungsstücke jedes Dreiecks werden in 
der Reihenfolge angegeben: Katheten, Hypotenuse, Winkel, 
die den Katheten gegenüberliegen. 

Zu dem ebenen Dreieck: 

a yh yC\ d y € 

Liebmann, Nichteuklidische Geometrie. Digitized bJGoOQlc 
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gehört dann das sphärische 

und zu diesem das zweite ebene Dreieck: 
ayd^yC) ßi,y. 
Zu jedem rechtwinkligen ebenen Dreieck: 
a, b, c; d , e 
gehört also ein zweites rechtwinkliges Dreieck 

«^^>«; A, y- 

Bemerkung: Wir können die Reihe dieser Dreiecke 
fortsetzen und gelangen zu den Dreiecken 

Ci , dl , Oll £ } oci) 

Cly ßl yUi) O y ßly 

hyeiyd; oci^y^ 

b , ttyC, e, d . 

Das letzte Dreieck dieser Reihe ist zu dem gegebenen 
{afbfC; dys) symmetrisch-kongruent 

3. Das Viereck mit drei rechten Winkeln und 
das rechtwinklige Dreieck. 

In ähnlicher Weise, wie zwischen dem rechtwinkligen 
Dreieck der Ebene und dem auf der Kugel, läßt sich auch 
zwischen dem ebenen Viereck AB CD mit drei rechten 
Winkeln ABC und dem sphärischen rechtwinkligen Drei- 
eck eine Zuordnung herstellen. In dem Viereck be- 
zeichnen wir die Seiten mit AD = a, DC=dy CB = c, 
BA = b und den spitzen Winkel bei Z) mit e. 

Dieses Viereck kann übrigens aufgefaßt werden als ein 
rechtwinkliges Dreieck, dessen eine Ecke ein idealer Punkt 
ist; es hat ebenso, wie das rechtwinklige Dreieck, nur zwei 
wesentliche Bestimmungsstücke. 

Wir errichten in der Ecke B des Vierecks, die dem 
spitzen Winkel gegenüberliegt, das Lot auf der Vierecks- 
ebene und ziehen durch die drei andern Ecken die Par- 
allelen zu diesem Lot BB^, Es entsteht ein Parallelvierkant, 
und die beiden Ebenen BADB'yBBCB haben die Nei- 
gungen ß = n(b) und y = n{c) gegen die Grundebene; femer 
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§ 25. Die absolute Parallelenkonstruktion usw. 99 

ist <ADB'=oc und <CDJB'=d. Legen wir, wie in (1) 
um D als Mittelpunkt eine Kugel, so wird sie von den 
Kanten Dlff^DA und DC in den Eckpunkten A^B^C^ 
eines sphärischen Dreiecks getroffen, das die folgenden Be- 
stimmungsstücke hat: die Seiten J.^ (7^ = £ , C^ Bi=d, 
B^A^^oc und die Winkel C^=y, A^^ß, Bi=^7t. Daß 
der Winkel bei JB^ ein rechter ist, folgt daraus, daß drei 
der Kanten Winkel im Parallelvierkant B^B,B'AyB^CyBfB 
rechte sind, der vierte muß dann auch ein rechter sein. 
Denn wenn die Keilsumme (Summe der Kantenwinkel) im 
Paralleldreikant gleich zwei Rechten ist (§ 23, 2) muß sie 
im Parallel- w-kant gleich 2w — 4 Rechten sein. 

Zu dem ebenen Viereck mit drei rechten Winkeln ge- 
hört also ein bestimmtes sphärisches rechtwinkliges Dreieck, 
und diese Zuordnung läßt sich, wie die in (1) angegebene, 
umkehren, worauf wir nicht weiter eingehen wollen. 

Zu dem Dreieck auf der Kugel gehört nun aber wieder 
ein ebenes rechtwinkliges Dreieck: 
c,e,a]dyß^. 

Wir sehen also: 

Zu dem Viereck mit drei rechten Winkeln, den 
Seiten a, 6, c, d, un|d dem spitzen Winkel e (zwischen 
a und d) gehört ein rechtwinkliges Dreieck 

Wir könnten nun hieran weiter eine Kette von Vier- 
ecken mit drei rechten Winkeln schließen, die als letztes 
(sechstes) Glied die Ausgangsfigur wieder ergibt. — 

Übrigens entnehmen wir hieraus, daß die trigonometri- 
schen Relationen für das Viereck mit drei rechten Winkeln 
nicht einer besonderen Ableitung bedürfen; sie sind in denen 
für das rechtwinklige Dreieck mit enthalten und leiten sich 
wie diese auch aus dem zugeordneten sphärischen recht- 
winkligen Dreieck ab. (Vgl. § 30, 4.) 

§ 25. Die absolute Parallelenkonstruktion und andere 

Aufgaben. 

1. Die absolute Parallelenkonstruktion. 
Die Zuordnung des rechtwinkligen Dreiecks und des 
Vierecks mit drei rechten Winkeln, die in § 24 durch 

7* 
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Vennittelung des Satzes über die Keilsumme im ParaUel- 
dreikant (§ 23, 2) nachgewiesen wurde, setzt uns in den 
Stand, den Parallelwinkel zu einem gegebenen Lot absolut, 
d. h. ohne daß schon zwei Parallele gegeben sein müssen 
(wie in § 21, 5) mit Zirkel und Lineal zu konstruieren, i) 

Es sei P der Punkt, durch den die Parallele zur ge- 
gebenen Geraden g zu ziehen ist, oder Pi^ = &(JLgF) das 
Lot, zu dem der Parallel winkel zu konstruieren ist. Man 
nehme dann den Punkt JE auf g beliebig an, errichte in P 
auf b das Lot und falle von E hierauf das Lot (ED). ED 
bringt man dann zum Schnitt mit dem Kreis, der um P 
als Mittelpunkt mit dem Radius a konstruiert ist. So er- 
hält man einen zweiten Punkt der Parallelen g^ zu g. 

Es ist nämlich das von dem 
Viereck PFED abgeschnittene 
rechtwinklige Dreieck durch 
seine Hypotenuse a und die 
Kathete c vollkommen bestinmit> 
und ist identisch mit dem Drei- 
eck, welches nach § 24, 3 zu 
dem Viereck gehört Der Win- 
kel zwischen c und gf ist dalier 
gleich \n — n(j)) der Winkel 
zwischen gf und h gleich /Z(ft), 
und ^ ist parallel zu g, w. z. b. w. ^) 

2. Die Konstruktion des Lotes zum Parallel- 
winkel. ^) 

Das Lot p zu einem gegebenen Parallelwinkel q> = II(p) 
läßt sich noch einfacher konstruieren, als nach Bolyai 
(§ 21, 2). 

' P sei der Scheitel des Wmkels. Man fälle dann von 
einem Schenkel aus das Lot AC auf den andern Schen- 
kel. Auf dem ersten trage man die Strecke PCj^ = PC von 




*) Engel hat einen direkten Nachweis der Konstruktion ge- 
gegeben, ohne den Umweg über das sphärische Dreieck zu be» 
nutzen. (Bulletin de la Soc. phys. math. Kasan 11. Ser. 6, 
Kasan 1896.) — Vgl. auch Lobatschefskij, S. 255 und Bo- 
lyai, Appendix § 34. 

*) Vgl. für Beweise der Konstruktion auch Görard a. a.O. 
S. 55 sowie Schur, Math. Annalen Bd. LV, S. 292. 

») Lobatschefskij, S. 242. 
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P aus ab. In C^ errichte man auf AP das Lot und bringe 
es zum Schnitt (D) mit der Parallelen, die durch P zu AÄ' 
gezogen ist. (AA' steht in A auf AP senkrecht.) 

Das Dreieck DPC^ ist dann dem Dreieck PCA in 
der § 24, 2 anp^egebenen Weise zugeordnet: Die eine Ka- 
thete PC^^PC ist in beiden Dreiecken gleich groß, und 
der ihr anliegende Winkel C^PD ist der Parallelwinkel zum 
Lot AP. Daraus ergibt sich, daß die Hypotenuse DP den 
Wert p hat, d. h. zum Parallel winkel 9? gehört. — 

Auf die beiden Aufgaben (1) und (2) lassen sich nun 
eine Reihe weiterer einfacher Aufgaben zurückfiihren. 

3. Das asymptotische Dreieck, i) 

Gegeben zwei Parallelen, h (mit den Enden A und C) 
und c (mit den Enden A und B), Es soll die dritte Seite 
des asymptotischen Dreiecks, (mit den Null winkeln bei A, 
JB und C) konstruiert werden, d. h. die Gerade mit den 
Enden B und C. 

Auflösung: Man ziehe durch einen Punkt P von AB 
den zvL AC parallelen Halbstrahl PC, halbiere den Winkel 
CPB=2(p und gebe der Halbierungslinie die Länge p, 
wobei (p = n(p) ist. Die auf PD in D errichtete Senk- 
rechte ist nach der einen Seite hin mit PB, nach der an- 
dern hin mit PC, also nach § 19, 2 S. 78 auch mit AC 
parallel, d. h. sie hat die Enden B und C und ist also 
die gesuchte dritte Seite des asymptotischen Dreiecks. 

4. Korrespondierende Punkte auf Parallelen. 
Es soll die Aufgabe gelöst werden, wenn ein Punkt 

des Grenzkreises und der die Achse darstellende Halbstrahl 
a gegeben ist, auf einer Parallelen 6 zu a den Schnittpunkt 
B mit dem Grenzkreis anzugeben. Wir nennen B den zu 
A korrespondierenden Punkt. 2) Dann bestimmen wir 
(§ 21, 3) die mittlere Parallele zwischen a und b und be- 
kommen durch Spiegelung an ihr den Punkt B als Spiegel- 
bild des Punktes A. Man kann also vom Grenzkreis 
beliebig viele Punkte konstruieren. — 



*) Andere Bezeichnung: Maxi mal drei eck (Simon, Grelles 
Journal f. Math. 109 (1892) S. 193) weil es unter allen Dreiecken 
den größten Flächeninhalt hat (§ 14, 2). 

*) Nach der Bezeichnung von Gauß, (Ges. Werke VIII, 
Leipzig 1900, S. 207). 
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Die Konstruktion des Lotes zum Parallelwinkel ge- 
stattet übrigens, mit Hilfe von rechten Winkeln und Linea- 
len einen Mechanismus herzustellen, der den Grenzkreis be- 
schreibt. 

5. Teilung des Grenzkreisbogens. 

Wir lösen zuerst die Hilfsaufgabe: Auf einer Ge- 
raden b (parallel zu a) den Punkt P zu finden, für den 
das auf a gefällte Lot die vorgeschriebene Länge 2) hat. 

Man errichte auf einer dritten Geraden a' das Lot 
F'P^ von der Länge p und ziehe durch P' die Parallele V 
zu a% sodann bestimme man Q^ auf a' so^ daß das in diesem 
Punkte errichtete Lot zu V parallel ist. Das gelingt leicht, 
indem man erst durch einen beliebigen Punkt Bf von a' 
die Parallele zu 1/ zieht und dann ^ bestimmt (Lot zum 
Parallelwinkel). 

Ebenso bestimme man weiter auf a den Fußpunkt Q 
des zu b parallelen Lotes, man trage dann von Q aus nach 
der Seite des gemeinsamen Endes von a und b hin die 
Strecke QF=Q'F' ab. Das in F auf a errichtete Lot 
muß b in dem Punkte P schneiden, so daß PF=-F'F' 
=p ist. — 

Will man nun die Teilungspunkte Ä^, A^... ^n-i fin- 
den, die den durch zwei korrespondierende Punkte A und B 
auf a und b gelegten Grenzkreis in w gleiche Abschnitte 
zerlegen, so zeichne man zuerst zwei beliebige Parallelen 
a' und ai, dann spiegele man a' an a\y a'i an diesen neuen 
Parallelen ai , ai und «2 und so fort, bis im ganzen n + 1 
Gerade mit gemeinsamem Ende vorliegen (a', al . . . ai—i , , . . &Q- 
Jetzt bestimme man den Punkt P' auf V so, daß das von 
B^ auf a' gefällte Lot P'P" gleich dem von B auf a ge- 
fällten Lot PP ist — diese Konstruktion wurde soeben 
angegeben — . Nun bestimme man auf a'u^i, ai_2...a' die 
zu P' korrespondierenden Punkte Äii—i, Än-2 ...Ä. 

Bringt man jetzt a' AVB^ mit aAbB zur Deckung, 
so gehen -4.i . . . A^i dabei in die gesuchten Teilungspunkte 
über. 

Der Grenzkreisbogen läßt sich also, wie die ge- 
radlinige Strecke der euklidischen Geometrie, mit 
Zirkel und Lineal in ^gleiche Teile zerlegen. — 

6. Konstruktion des rechtwinkligen Dreiecks 
aus den Winkeln. 
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Die in § 24, 2 gegebene Zuordnung, verbunden mit 
den fundamentalen Parallelenkonstruktionen, ist auch für 
einige Dreieckskonstruktionen zu verwenden. 

Sind von einem rechtwinkligen Dreieck die beiden Winkel 
d und € gegeben, so hat man vom zugeordneten Dreieck 
die Hypotenuse e imd eine Kathete d^, und es lassen sich 
aus diesem Dreieck alle Stücke des gesuchten entnehmen, 
die Kathete a usw. 

7. Konstruktion des Dreiecks aus den drei 
Winkeln, i) 

Sind die drei Winkel 0Cfß,y gegeben {oc-\-ß + y<.7i)f 
so gelingt die Konstruktion, wenn man die in § 24, 2 ent- 
wickelte Zuordnung zweimal anwendet. 

Es sei ein Dreieck ABC mit den Seiten a'V& und 
den gegenüberliegenden Winkeln 
oc^ß^y gegeben; wir wollen aus 
diesem eine zugeordnete Figur ab- 
leiten, indem wir auf die durch 
Fällen der Höhe (d) von A aus — 
die Höhe liegt innerhalb des Drei- 
ecks, bildet mit AB den Winkel q> 
und zerlegt a' in p' und a'—p' 
— entstehenden rechtwinkligen Drei- 
ecke die Transformation zweimal 
anwenden und die Dreiecke mit den 
Hypotenusen aneinanderlegen, so daß 
die Ecken mit den Winkeln 9? imd 
öc — ip zur Deckung kommen. (Vgl. 
Fig. 15.) 

Die Bestimmungsstücke sind, so- 
weit sie gebraucht werden, eingetragen, \ und c^ sind aus 

m^^\7t-ß, n[c^ = \n^y 
bekannt, femer ist 

und 

J/(cO + 17(01) = 77(60 + il(6i) = i^ . 




*) Berichte der K. S. G. d. W. Leipzig 1901, S. 477— 491. 
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Eine der beiden Katheten ci und 61 muß in ihrer Ver- 
längerung die andere treffen (etwa in D), und das von D 
auf die gemeinsame Hypotenuse gefällte Lot halbiert den 
Winkel der Katheten 6i und ci. 

Sind nun oc , ß und y gegeben {oc'^ß'^y ; oc+ß + y <n), 
so konstruiere man das Dreieck B^ A^ C^ aus den Seiten 
fti [77(fei) = ^TT — /?] , Ci [/7(q) = 1^ — y] und dem einge- 
schlossenen Winkel a. Man errichte dann die Lote auf 
\ und q in JBi und C^ . Diese Lote müssen sich zwischen 
den verlängerten Strahlen A^ B^ und Ä^ C^ schneiden. 
(Außerhalb können sie sich nicht treffen^ es entstünde sonst 
ein Viereck mit einer Winkelsumme größer als vier Rechte.) 
Sie können weder parallel sein^ sonst wäre^ wie die in die- 
sem Falle durch A^ zu den Loten gelegte Parallele zeigt 

n{b,)+n{c,)==(x 
d.h. 

oc + ß+y = nj 

noch können sie ein gemeinsames Lot haben; dann wäre ja 
sogar 

d.h. 

o^ + ß + y>^, 

entgegen der Annahme. 

Die erwähnten Lote schneiden sich also in D. Durch D 
lege man jetzt die Winkelhalbierende, fälle auf sie von A^ 
aus das Lot, und die Schnittpunkte des Lotes mit den 
ersten beiden Geraden B^D und C^D geben uns die noch 
fehlenden locken der zweiten Bilder der rechtwinkligen Teil- 
dreiecke der gesuchten Figur. Diese Figur ist hieraus leicht 
zu erhalten^ und hiermit die Konstruktionsau%abe gelöst 

§ 26. Die einfachsten Kreisverwandtschaften in der 
hyperbolischen Ebene. ^) 

ipi. Das Abbildungsgesetz der Punkte der Halb- 
ebene und die Bilder der Geraden. 



^) Über Kreisverwandtschaften der nichteuklidischen Greo- 
metrie vergleiche man die Arbeiten von Hausdorff (Berichte 
der math. phys. Klasse der K. S. G. d. W. 1899, S. 161—214, 
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§ 26. Die einfachsten Kreisyerwandtschaften usw. 105 

Wir gehen jetzt zu einer weiteren Anwendung über, 
der Betrachtung einer gewissen einfachen Transformation 
der Ebene, die wieder manche Konstruktionsau%aben er- 
leichtert. Jedem Punkt P der von einer gegebenen Achse 
begrenzten Halbebene der hyperbolischen Geometrie wird 
ein Punkt P^ (auf demselben Lot zur Achse gelegen wie P) 
in der Weise zugeordnet, daß, wenn PF^y, P^F=y^ 
gesetzt ist: 

/7(y) + 77(y0 = i^. 

Was wird jetzt aus einer Geraden, die mit der Achse 
das gemeinsame Lot OM = a hat? 

Nach § 24, 3 ist dem Viereck MOFP mit drei rechten 
Winkeln bei M, und F ein rechtwinkliges Dreieck mit 
der Hypotenuse f {= JfP) und der Kathete a;(= Oi^) zu- 
geordnet, wobei Kathete und Hypotenuse den Winkel 
oCi=^7i — n(a) einschließen. Diesem Dreieck ist nach § 24, 2 
ein zweites zugeordnet mit der Kathete x, und der zweiten 
Kathete y^. Die Hypotenuse des Dreiecks ist a^ [oci = n(ay)]. 

Trägt man also auf FP die Strecke y^ von F aus ab, 
so wird OPi=ai. 

Das Bild der Geraden, die mit der Achse das 
gemeinsame Lot JtfO = a hat, wird ein Halbkreis mit 
dem Badius o^ und dem Mittelpunkt 0. 

Dabei ist 

n{a) + n{a^)^i7i. 
Außerdem ist 

<PiOF=i7(f). 

Da nun die Abbildung involutorisch ist, d. h. daß, 
wenn P in P^ übergeht, umgekehrt P^ sich in P verwan- 
delt), so folgt durch Vergleich von MO PF und P^OF zu- 
gleich auch: 

Das Bild eines Halbstrahls, der von auf x 
ausgeht und den Winkel (p mit der Achse bildet, 
ist eine auf der Achse senkrecht stehende Ab- 
standslinie. 



bes. Kap. IV, S. 193—214 und Liebmann (ebendaselbst 1902, 
S. 244 — 260), femer die Habilitationsschrift von Ludwig, Pro- 
jektive Untersuchungen Über die Kreisverwandtschaften der nicht- 
euklidischen Geometrie. Karlsruhe 1904. 
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106 Kapitel III. Synthetische Geometrie. 

Die Mittellinie dieser Abstandslinie ist das auf 
X ia errichtete Lot, der Abstand f von der 
Mittellinie ist bestimmt durch 

Betrachten wir drittens eine Gerade, die ein Ende mit 
der Achse gemein hat, das andere mit dem auf der Achse 
in errichtete Lot. Wir fällen von P aus wieder die Lote 
PM und PF und ziehen durch den Bildpunkt P^ von P 
die Parallele g^, die mit der abzubildenden Geraden und 
der Achse dasselbe Ende Ä gemein hat. (Es sei weiter 
<MPF=dy<FP^g' = (p]^,y und y^ haben dieselbe Be- 
deutung wie oben.) 

Dann ist 

<p^0F=m), 

<OP^F=\n-dy 

Andererseits ist der gestreckte Winkel bei P 

7r = i7(f) + <5 + 77(y), 
also 
m) = (i7t -d) + [in - i7(y)]=(i^ -6) + n(y,) ^<OP,A. 

Die ÄJ-Achse und der durch P^ parallel zur rz7-Achse 
gezogene Halbstrahl bilden mit P^ denselben Winkel, d. h. 
und Pi sind korrespondierende Punkte auf diesen beiden 
Parallelen oder sie gehören demselben Grenzkreis an. 

Das Bild einer Parallelen zur Achse ist also 
ein (halber) Grenzkreis, der die Achse im Fuß- 
punkt des auf ihr parallel zur Geraden errichteten 
Lotes senkrecht schneidet. 

2. Übertragung auf den Raum. Bandbilder. 

Wir wollen nun die Transformation auf den hyper- 
bolischen Baum, oder vielmehr auf den Halbraum anwen- 
den, der durch eine bestinunte Ebene begrenzt ist. Um das 
Bild Pi eines Punktes P zu erhalten, fälle man also von P 
das Lot PF=0 auf die Grundebene und trage dann von F 
aus auf dem Lot nach derselben Seite hin, auf der P gelegen 
ist, die Strecke ^^^ ab [/7(;2r) + /7(%) = ^:7i] . Der Endpunkt 
Pi ist dann das Büd von P. 
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§ 26. Die einfachsten Kreisverwandtschaften usw. 107 

Wie bilden sich dabei die Ebenen ab? 

Das Bild einer Ebene, die die Grundebene in der Ge- 
raden g und unter dem Winkel x schneidet, wird, wie man 
aus den Abbildungen in (1) erkennt, eine Abstandsfläche ^), 
d. h. der Ort der Endpunkte gleich langer Lote, die auf 
einer bestinunten Mittelebene errichtet sind. Die Mittel- 
ebene steht in g auf der Grundfläche senkrecht, und die 
Lotlänge der Abstandsfläche ist % wobei n{(i^^\7i — 0i, — 

Eine Ebene ^ die mit der Grundebene das gemeinsame 
Lot MO = a hat, verwandelt sich in eine Halbkugel mit 
dem Mittelpunkt und dem Halbmesser a^ . 

Eine Ebene E endlich, die die Grundebene weder 
schneidet, noch auch ein gemeinsames Lot mit ihr hat 2), 
verwandelt sich, wie wir sehen werden, in eine Grenz- 
kugel^). Errichten wir auf der Fundamentalebene ein 
Lot FF^ y das zu einer beliebigen Geraden auf E par- 
allel ist, und fällen wir von F das Lot FG auf die Ebene, 
dann schneidet die Ebene [F' FG) die Ebene E in einer 
Geraden ^, die zu ihrer senkrechten Projektion g auf der 
Fundamentalebene parallel ist. (Hätten g und p' ein ge- 
meinsames Lot oder würden sie sich schneiden, so wäre E 
nicht Zwischenebene.) 

Das Bild von g wird ein Grenzkreis; die Bilder aller 
auf E gelegenen Geraden, die g senkrecht schneiden, wer- 
den Halbkreise, deren Mittelpunkte auf g^ liegen und deren 
Ebenen / senkrecht schneiden. Das Bild von E wird also 
eine durch Eotation eines Grenzkreises entstehende Fläche, 
d. h. eine Grenzkugel. 

Die Schnitte der die Ebenen abbildenden Sphären mit 
der Fundamentalebene wollen wir Kandbilder nennen. 

Die B,andbilder sind dann auch zu definieren als Ort 
der Fuflpunkte der Lote, deren Enden mit den Enden der 
in E gelegenen Geraden zusammenfallen. 

Bemerkung: Zwei Zwischenebenen haben ein einziges 



^) Für die Grenzkugel werden auch die Bezeichnungen: 
Orisphäre, Grenzfläche, Pai'asphäre, Superficies P (J. Bolyai) ge- 
brauchty för Abstandsfläche: Überkugel, Hypersphäre. 

*) M. Simon nennt diese Ebene „Zwischenebene" wegen 
ihrer Einordnung zwischen den schneidenden und den nicht- 
schneidenden Ebenen (Jahresber. d. deutsch. Math. V. (Leipzig 
1899, S. 67). 
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108 Kapitel III. Synthetische Geometrie. 

Ende gemein, d. h. nur in zwei Ebenen, die sich weder 
schneiden noch ein gemeinsames Lot haben, lassen sich 
parallele Gerade konstniieren, die ein und nur ein Ende ge- 
mein haben, das durch die Achsenrichtung des Randbildes 
gegeben ist. Zwei sich schneidende Ebenen haben zwei En- 
den gemein, die der Schnittgeraden, zwei Ebenen mit ge- 
meinsamem Lot gar keines. 

3. Abbildung der Zyklen bei der Transforma- 
tion in der Ebene. 

Wir werden jetzt zeigen, daß die Transformation eine 
Kreisverwandtschaft ist, d. h. jeden Zykel wieder in einen 
Zykel verwandelt. 

Wir können nämlich die Transformation auch in fol- 
gender Weise herstellen: Wir errichten in dem abzubilden- 
den Punkt ein Lot PF' auf der Ebene, führen femer eine 
Hilfsebene ein, die in der Achse das abzubildende Feld 
senkrecht schneidet. Nun fallt man auf die Hilfsebene das 
Lot P'P^f welches mit P'P ein Ende gemein hat, und 
klappt endlich Pg um die a?- Achse in &e ursprüngliche 
Ebene zurück. 

Li der Tat ist, wenn FP^ = FP^ = y^ gesetzt wird, 

Demnach wird sich das Bild eines Zykels in der ge- 
gebenen Ebene leicht so konstruieren lassen: Man kon- 
struiere im Raum die Ebene, deren Randbild auf E die 
gegebene Kurve ist, entwerfe sodann von dieser Ebene das 
Randbild auf E^ und klappe es um die Achse in die Trans- 
formationsebene hinein. 

Hieraus folgt: 

Alle Zyklen bilden sich wieder auf Zyklen ab; 
d. h. die Transformation ist eine Kreisverwandt- 
schaft. 

Zwei Zyklen, die sich in zwei Punkten schneiden, 
treffen sich beidemal unter demselben Winkel, und man 
schließt hieraus, daß untereinander gleiche Winkel in unter- 
einander gleiche übergehen, und da gestreckte Winkel in 
gestreckte Winkel übergehen, daß die Abbildung winkel- 
treu ist (vgl. § 8 am Schluß). 

4. Anwendungen. Man kann die Transformation 
z. B. anwenden um in vielen Fällen die Bestimmung der 
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§ 26. Die einfachsten Kreisverwandtschaften usw. 109 

Schnittpunkte zweier Zyklen auszuführen. Um z. B. die 
Schnittpunkte eines Kreises und einer Abstandslinie zu 
finden^ falle man das Lot vom Mittelpunkt des Kreises auf 
die Mittellinie der Abstandslinie. Das Lot ist die Achse 
für eine Transformation der Ebene ^ welche die Zyklen in 
Gerade verwandelt. Durch sie erhält man das Bild P^ des 
einen Schnittpunkts^ der andere Schnittpunkt liegt sym- 
metrisch zum Lot. 

Im Baum kann man die Transformation zu dem Nach- 
weis benutzen, daß der Schnitt zweier Sphären immer ein 
Zykel ist. — 

Endlich kann man zeigen , daß zwischen den Bewe- 
gungen (und Spiegelungen) im Baum und den allgemeinsten 
Kreisverwandtschaften in der Ebene ein sehr einfacher Zu- 
sammenhang besteht, dem keine ebenso ein&che Beziehung 
in der euklidischen Geometrie an der Seite steht. 

Man erhalt die allgemeinste Kreisverwandtschaft in der 
Fundamentalebene, wenn man zuerst von den Zyklen (c) der 
Ebene zu den Ebenen (JE) im Baum übergeht, dann im 
Baum eme beliebige Bewegung (und Spiegelung) ausführt, 
und endlich in der Fundament^ebene wieder die Zyklen {</) 
konstruiert, die den Ebenen (JE?'), den Bildern von (E) ent- 
sprechen. 

In unserem Fall (1) ist die Baumtransformation einfach 
die Spiegelung an der Ebene, die die Fundamentalebene in 
der Achse {x) schneidet und mit ihr den Winkel ^Jt (45^) 
einschließt. 
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Kapitel IV. 
Die Trigonometrie der hyperbolischen Ebene. 

§ 27. Die Grenzkngel und die AbstandsflSehe. 

1. Über den Zweck der Einführung der Grenz- 
kugel. 

Die Konstruktionen in der hyperbolischen Ebene, die 
sich auf die absolute Parallelenkonstruktion und die Drei- 
eckszuordnung zurückführen ließen (§ 25), erforderten aus 
dem Raum nur ein Hilfsmittel, den Satz über die Keil- 
summe im Paralleldreikant (§ 23, 2). Über die Maßverhält- 
nisse der Ebene haben wir dagegen bisher im dritten Kapitel 
nur einiges Qualitative erfahren; so gilt der Satz, daß dem 
größeren Winkel im Dreieck die größere Seite gegenüber- 
liegt (§ 4, 1), daß im rechtwinkligen Dreieck das Hypo- 
tenusenquadrat größer ist, als die Summe der Quadrate der 
Katbeten (§ 20, 2, S. 84) usw. 

Um zu quantitativen Ergebnissen, d. h. zur Trigono- 
metrie überzugehen, könnten wir z. B. von der Zuordnung 
in § 24, 1 ausgehen und die Hypothese hinzunehmen: Es 
soll für die sphärischen Dreiecke des hyperbolischen Raumes 
die Trigonometrie des gewöhnlichen Raumes gelten. 

Wir wollen aber, Lobatschefskij und Bolyai fol- 
gend, statt dieser Annahme eine andere, auf Grund der bis- 
her gegebenen Entwickelungen leicht beweisbare Grundlage 
benutzen. Diese Grundlage ist der folgende Satz: 

Auf der Grenzkugel gilt die euklidische Geo- 
metrie. 

Die Grenzkugel ist dabei zu definieren als Fläche, welche 
durch Rotation des Grenzkreises um eine Achse entsteht 
(Vgl. § 15, 3, S. 59.) 
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§ 27. Die Grenzkugel und die Abstandsfläche. Hl 

Wir werden diesen fundamentalen Hilfssatz schrittweise 
entwickeln. 

2. Ebene Schnitte der Grenzkugel. 

Es sei AA! die Rotationsachse der Grenzkugel, jB und 
C zwei beliebige Punkte der Fläche die nicht in derselben 
Meridianebene durch AA liegen, femer J5 J.' II AA! und 
CA! II AA! . JB und A sowie C und A sind dann zwei Paare 
korrespondierender Punkte (§ 25, 4), auf zwei Grenzkreisen 
gelegen, die der Fläche ganz angehören, und deren Ebenen 
sich in AA! schneiden.^) 

In den Ebenen A!AB und A!AG errichten wir auf 
den Mitten F von AB und jB von AC die Lote FA! und 
'EA ^ beide sind zu AA parallel. Wir errichten sodann 
auf der Ebene ABC das (eindeutig bestinunte) Lot M^^A y 
das zu FA parallel ist; ebenso das Lot McA ^ das zu FA 
parallel ist. Die beiden Lote müssen zusammenfallen, denn 
sie sind zu AA parallel, und es kann, wie schon bemerkt, 
parallel zu einer Geraden AA die die Ebene in einem 
Punkt A schneidet, nur ein Lot auf der Ebene errichtet 
werden. 

Dieser Punkt M{:=Mi^M^ muß der Schnittpunkt 
der Mittellote sein, die in ABO auf AG und AB errichtet 
sind. Durch diesen Punkt muß aber (§ 21, 2) auch das 
Mittellot von BC gehen, und wir schließen hieraus zweierlei: 

Erstens: Es seien B und G zwei Punkte der Grenz- 
kugel, die nicht in derselben Meridianebene gelegen sind, 
dann hat das Dreieck ABG einen umbeschriebenen Kreis. 

Zweitens: Wir legen durch MA und D{GB = DB) 
die Ebene. Diese Ebene schneidet GB in D senkrecht, 
weü sie auf ABG senkrecht steht und außerdem ^MDC 
= >MDB-=\n ist. Die Ebene AMD schneidet also die 
Ebene ABG senkrecht, und weil -BD = D C, ist die Schnitt- 
Imie das in der Ebene ABG gelegene Mittellot von BG. 
Nach § 23, 1 ist nun die Schnittlinie parallel zu BA und 
MA, also auch zu GA, und man sieht also, daß B und 
G wieder korrespondierende Punkte sind und auf demselben 
Grenzkreis mit den Achsen BA und GA liegen. 

Überhaupt wird jeder beliebige Punkt, der auf der 
Ebene ABG und zugleich auf der Grenzkugel liegt, mit 



») Lobatschefskij, S. 191, 337. 
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112 Kapitel lY. Die Trigonometrie der hyperbolischen Ebene. 

B und C auf demselben Grenzkreis liegen^ dessen Achse das 
Ende A hat. 

Wir entnehmen hieraus den Satz: 

Jede Ebene, die eine zur Achse AA' der Grenz- 
kugel parallele Gerade enthält^ trifft sie in einem 
Grenzkreis. 

3. Die Beweglichkeit der Grenzkugel in sich. 
Aus der gefundenen Eigenschaft schließt man (wie 

§ 22, 1) weiter. Ziehen wir durch einen Punkt B der 
Grenzkugel die Parallele BA zur Achse und konstruiert 
die Grenzkugel durch B mit Achse BA y so gelangt man 
wieder zu derselben Fläche; d. h. die Grenzkugel ist in 
sich beweglich. 

Alle Parallelen zur Achse AA' sind daher selbst wie- 
der Rotationsachsen der Fläche. Hieraus folgt auch, daß 
die Schnittkurve der Grenzkugel und einer Ebene, die keine 
Gerade mit dem Ende A enthält, immer ein Ej-eis ist. 
Genau so wie in § 22, 2 erweist man die Berechtigung des 
Namens Grenzkugel für die Fläche. 

4. Die Geometrie auf der Grenzkugel. ^) 

Zwei Grenzlinien auf der Grenzkugel liegen in zwei 
Ebenen, deren Schnittlinie — wenn sie sich schneiden — 
eine Achse der Grenzkugel ist, sie also in einem Punkt trifft. 

Zwei Grenzlinien auf der Grenzkugel treffen 
sich also höchstens in einem Punkt. 

Aus (2) folgt ferner, daß für Dreiecke, die auf der 
Grenzkugel aus Grenzkreisbogen gebildet sind, alle Kon- 
gruenzsätze erfüllt sind. (Unter dem Winkel zweier Bogen 
ist dabei der Kanten winkel der Ebenen zu verstehen, in 
denen sie liegen.) Man sieht auch, daß jeder Bogen eines 
Grenzkreises beliebig verlängert werden kann, ohne in sich 
zurückzulaufen. 

Wir schließen hieraus, daß auf der Grenzkugel entweder 
die hyperbolische oder die euklidische Geometrie gut, wenn 
wir als Pseudogerade jetzt die Grenzkreise nehmen, als 



*) Vgl. Lobatschefskij, S. 12 und S. 193. — J. Bolyai, 
Appendix, § 33, TL — Übrigens hat schon früher in einem Brief 
an Gauß vom 12. XII. 1816 Fr. L. Wächter bemerkt, daß ,^uf 
der ins Unendliche erweiterten Kugelfläche die euklidische Geo- 
metrie gilt". (Vgl. den Aufsatz von P. Stäckel über Wächter, 
Math. Annalen LIV, (1901) S. 59. 
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§ 27. Die Grenzkugel und die Abstandsfläche. 113 

Winkel die Neigungswinkel der Ebenen, die übrigens zu- 
gleich die Winkel der Tangenten der Grenzkreise iA Schnitt- 
punkt sind. 

Nun ist aber die Summe der Winkel im Dreieck, d. h. 
der Definition nach die Keilsumme im Paralleldreikant 
gleich zwei Rechten (§ 23, 2), also (§ 2, 2) gilt auf der 
Grenzkugel die euklidische Geometrie. 

Bemerkung: Hierdurch ist die gesuchte Berührung 
mit einer bekannten Geometrie gegeben. Ihr fertiger For- 
melapparat kann in den Dienst der hyperbolischen Geometrie 
gestellt werden. 

Die Fläche im hyperbolischen Raum, auf der die eukli- 
dische Geometrie gilt, und die ein überraschend einfaches 
Hilfsmittel für den weiteren Ausbau liefert, konnte natür- 
lich keine Ebene sein; sie ist ein gewölbtes Gebilde. 

5. Konstruktionen auf der GrenzkugeL 

Alle Konstruktionen, die sich in der euklidischen Geo- 
metrie mit Zirkel und Lineal ausführen lassen, sind auch 
auf der Grenzkugel entsprechend ausfuhrbar. Auf die 
Streckenteilung, d. h. die Grenzkreisbogenteilung wurde z. B. 
oben (§ 25, 5) schon hingewiesen. Desgleichen ließe sich 
die Teilung des Kreises in 5, 17 usw. gleiche Teile an- 
geben, überhaupt alle Konstruktionen, die algebraischen 
Operationen entsprechen, welche sich aus den vier Spezies 
und Quadratwurzelziehen zusammensetzen.^) 

6. Die Abstandsfläche und ihre Beziehung zur 
hyperbolischen Ebene. 

Die Abstandsfläche ist definiert als der Ort der End- 
punkte gleich langer Lote a, die auf den Punkten einer be- 
stimmten Ebene, der Mittelebene, senkrecht stehen. Diese 
Lote bilden die Fläche zugleich eindeutig auf die Mittel- 
ebene ab und zeigen, daß auf ihr die Geometrie der hyper- 
bolischen Ebene gilt, wobei an Stelle der Geraden die Ab- 
standslinien treten, die in Ebenen senkrecht zur Mittelebene 
gelegen sind. 

Eine Ebene, die die Abstandsfläche in einer Kurve 
schneidet, ergibt, wenn sie mit der Mittelebene ein gemein- 
sames Lot hat, in einem Kreis, wenn sie die Mittelebene 
schneidet, eine Abstandslinie, deren Mittellinie der Schnitt 



^) Vgl. Gerard a. a. O. S. 94. 
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114 Kapitel lY. Die Trigonometrie der hyperbolischen Ebene. 

mit der Mittelebene ist^ und wenn sie zur Mittelebene 
ZwischeiilBbene ist, einen Grenzkreis. Der erste dieser drei 
Sätze ist augenscheinlich richtige die beiden andern ergeben 
sich sehr leicht aus § 26, 2. — 

Kugel, Grenzkugel und Abstandsfläche fassen wir unter 
dem Namen Sphären zusammen. Sie entsprechen den 
Zykeln (§ 22, 3) der Ebene und sind die einzigen Flächen 
des hyperbolischen Raumes mit mehr als einer Rotations- 
achse. 



§ 28. Berechnung des Parallelwinkels als Funktion 
der Lotlänge. ^) 

1. Die Verjüngung äquidistanter Grenzkreis- 
bogen. Die Einheitsstrecke. 

Es seien A^A' j A^A y A^Jl drei Achsen eines Grenz- 
kreises, Bi, B2, jBs die Punkte, in denen diese Achsen einen 
bestimmten koaxialen Grenzkreis treffen. Bezeichnen wir 
die auf den Grenzkreisen liegenden Bogen durch die End- 
punkte, also (A1A2), {BiB^) usw., so kann man mit Hilfe 
von Kongruenzsätzen leicht beweisen 

sobald das Verhältnis koounensurabel ist, d. h. sobald man 
zwischen den Achsen A^A' , A^A' und -4.3-4' nur eine 
endliche Anzahl weiterer Achsen einzuschalten braucht 
[C^A,G2A\..C^A\C^^A,), C^^iA\... GnA'(C^^A^)\, 
welche die Eigenschaften haben, daß <-4'Ci_i(7, = <-4'C,C,>i 
ist (Ci)^-4.i gesetzt). 

Durch Grenzübergang schließen wir, daß diese Propor- 
tion auch noch für den Fall der Inkommensurabilität be- 
steht, d. h. daß sie allgemein gilt. 

Es seien jetzt A und B zwei Punkte, die auf derselben 
Achse liegen und den beiden Grenzkreisen angehören, dann 
ist also 

Ai -^2 -^1 -^ 

B^B^ B^B' 



*) F. Engel. Zur nichteuklidischen Geometrie. Berichte d. 
K. S. G. d. W. Math.-phys. Klasse. Bd. L. (1898), S. 181—192. 
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§ 28. Berechnung des Parallelwinkels usw. 115 

wo A auf dem äußeren Grenzkreis ganz belieb^ angenom- 
men ist. Das von der Wahl des Punktes A unabhängige 
Verhältnis ist jedenfalls kleiner als Eins. Wir wollen £e 
Cinheitsstrecke so wählen, daß das Verhältnis gerade 
den Wert e-^ hat (wo e die Basis der natürlichen Logar 
rithmen ist), wenn A^B^ gleich AB gleich der Einheits- 
strecke ist. 

Tragen wir nun die Einheitsstrecke von A an nmal 
nach der Seite des gemeinsamen Endes A' hin ab, so gilt 
für die entsprechenden Grenzkreisbogen 

{S=^Ay^A, Si=--BiB,8^,8^...Sn) 

die Proportion 

d. h. es ist 

Ist jetzt die Strecke A^B^^AB^x in Streckenein- 
heiten ausgedrückt eine rationale Zahl, so wird 

{BB^)^8e--, 

und hieraus konmit durch Grenzübergang for jeden Wert 
von X die Formel: 

s^ = se-'' . 

Diese Formel drückt den Bogen Sg; aus durch 
den Bogen 8 und den senkrechten Abstand der 
beiden Grenzkreise, auf denen die von denselben 
Achsen eingeschlossenen Bogen liegen. — 

Wir bemerken, daß diese Formel allein auf Grund von 
§ 22, 1, also ohne Benutzung des Raumes, abgeleitet ist. 

2. Ein Satz über rechtwinklige Dreiecke. 

Um die Berechnung des Parallelwitikels auszuführen, 
bedürfen wir noch einer Formel aus der euklidischen Geo- 
metrie, die dann nach § 27, 4 auf der Grenzkugel angewendet 
werden darf. 

In dem bei B rechtwinkligen Dreieck ABC halbieren 
wir den Winkel (k und errichten in C das Lot, das die 
Winkelhalbierende AD des Winkels ä in JK trifft. 

(2) sei der Schnittpunkt mit CB.) 
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116 EapiieirV. Die Trigonometrie der hyperbolischen Ebene. 

Dann ist 

<CDiy = ^n-^tx 



und 
also 
and 



Cjy=CD 

« ciy CD 



tang 



AC" AC 



Andererseits ist 



, a. BD 

also 

« CB 



2 AB-\-AC 



3. Bestimmnng der Funktion tang-|^i7(jp). (Vgl. 
§ 13, 4.) 

Es sei p^AB das gegebene Lot, zu dem der Par- 
allelwinkel berechnet werden soll {p ist die Zahl, die die 
Strecke in Vielfachen der in (1) definierten Einheitsstrecke 
ausdrückt.) Es sei femer AA' II BA' und <A'BA = \n , also 
^A'AB=n(p) . Nun errichten wir in A das Lot J. J." auf der 
Ebene A'AB und ziehen durch B die Parallele BA^^ dazu. 
Jetzt konstruieren wir die Gerade A'^A^ (mit den Enden A'^ 
und A'). Sie liegt in der Ebene A'^AA' und in der Ebene 
A'^BA', ist also die Schnittgerade dieser beiden Ebenen. 
Dann denken wir uns durch A die Grenzkugel mit der 
Achse AA'' gelegt, die BA'' in D , A'A'' in E triffl;. 

Auf dieser Grenzkugel schneidet das ParaUddreikant 
AA'\ BA" y A' A'' ein rechtwinkliges Grenzbogendreieck 
ADE aus, dessen Winkel sind: n(p) bei J., ^n bei B 
und daher (§ 23, 2) ^jr — /7(j;) hei E. Jetzt bringen wir 
in der Ebene A"BA' noch die Gerade A"A' zum Schnitt 
(i^ mit dem Grenzkreis durch JB, dessen Achse BA' ist. 

Die geradlinigen Strecken BD = EF nennen wir y 
und die Grenzbogen AD = s, AE^S. Dann ist auch 
BF=8, denn die Figur A'AA'E ist kongruent A"BA'F, 



Digitized 



by Google 



§ 28. Berechnung des Parallelwinkels usw. 117 

Nun wird nach (1) 

(DJS) = Sc-», 
also nach (2) 

^ , „, , (B'.E) Se-» 

tengi/7(i>) = (^j))^(p^) = yq:^. 

Klappen wir jetzt die Ebene A!'AA' um in die Ebene 
A'ABy so erhalten wir das in Fig. 16 gegebene Bild. 

Hier Mlen wir noch auf IBA^' das Lot AJ mit dem 
Ende A und legen durch J den Grenzkreis mit der Achse 




Figia 

JA1\ Der Bogen schneidet AA' in dem Punkte JBT, so 
daß der Bogen JK wieder gleich S ist {A'JA'^K kongruent 
A'AA'E). Außerdem ist JB-=p(=AB), DB=y, daher 
JB^p — y und der Bogen FAD wird (nach 1) 

d. h. 

8+s = Sef'y. 
Also ergibt sich endlich die Formel ^) 
tsmg\n{p) = e-P. 



*) Vgl. § 13, 4. Andere Berechnungen des Parallelwinkels 
8. Lobatschefskij, S. 212 — 218, femer Lobatschefskij, Pan- 
geometrie (Ostwalds Sammlung von Klassikern der exakten 
Wissenschaften Bd. CXXX, Leipzig 1902), S. 22—24. 
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118 Kapitel IV. Die Trigonometrie der hyperbolischen Ebene. 

§ 29. Die trigonometrisehen Funktionell des Parallel- 
winkels und die hyperbolischen Funktionen. 

1. Übergang zu den hyperbolischen Funktionen. 
Aus der Grundformel 

ergibt sich für die trigonometrischen Funktionen des Par- 
allelwinkels die folgende Zusammenstellung 

. ^ 2tang\II{p) ^ 2e-P 2 



tangZZCp): 



'l+taüag^n{p)~l + e-^'^eP + e-p 
sin n(p) 2 



cot JT(jp) = 



ooQlKjpf) eP — e-P^ 
eP — e'P 



Führt man die hyperbolischen Funktionen ^) von p ein, 
d. h. setzt man 

e*— -C"* sin ix , 

— 2— =-i — *^' 

— - — == COS ix = cha? , 

thii; = shic:cha?, 
cth;2;=chii;:8ha;, 

sin/Z(p) = 1 : ch^? 
008/7(1)) = th^) 
tangZZQp) = 1 : shjp 
cot/Z'(jp) = sh2>. 



so wird 



*) Vgl. Günther, Die Lehre von den gewöhnlichen und 
verallgemeinerten Hyperbelformationen. HaJle 1881. 
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§ 29. Die trigonometrischen Funktionen usw. 119 

2. Additionstheoreme und Differentialquo- 
tienten. 

Für die Anschauung ist die erste Form bequemer, weU 
darin die geometrisch definierte Größe i7(p) auftritt^ für 
die Bechnung aber die zweite, weil die hyperbolischen 
Funktionen sich ganz ähnlich verhalten, wie die Kreis- 
funktionen. Z. B. sind, wie die folgenden Formeln zeigen, 
ihre Additionstheoreme denen der trigonometrischen Funk- 
tionen sehr ähnlich. 

sh(p + g) = 8hpchq + sh^chjp , 

Qh{p + 3) = chpchq + dipsiiq , 

cth{p + q) = 



cthp + cthg 

Da shp eine ungerade Funktion ist, chp eine gerade, 
und da chO=»l ist, so folgt aus der zweiten Formel für 

ch^p — sh^p = 1 . 
Femer erhalt man leicht die Differentialquotienten 
dshü , dchp , 

dikp 1 dcüxp 1 



dp ch^p ^ dp sh^p * 

Aus diesen Formeln bekommt man unmittelbar auch 
die Additionstheoreme und die Differentialquotienten der 
trigonometrischen Funktionen des Parallelwinkels. Wir fuhren 
hier nur die Formel an 

^^^= --2e-^cos^^(x)^ -e-'[l + co8n{x)] 

= = = — = — 8inJT(:r) . 

ef' + e-' chiP ^ ' 

3. Deutung der hyperbolischen Funktionen. 
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120 KapitellV. Die Trigonometrie der hyperbolischen Ebene. 

itige Hjrperbel der 



Wir wollen zeigen, daß die 
euklidischen Geometrie: ^) 

den Verlauf der hyperbolischen Funktionen chti und sht« 
in ähnlich einfacher Weise veranschaulicht, wie der Kreis 
vom Badius Eins den Verlauf der trigonometrischen ENink- 
tionen sin^ und cos 99. 

Die Hyperbel wird dargestellt durch die Gleichungen 

'Chu, y = 8hu; 



x = 



wenn u von Null an unbegrenzt zunimmt, erhalten wir den 
im ersten Quadranten gelegenen Teil. 

Es wird sich zeigen, daß u eine einfache geometrische 
Bedeutung hat (Vgl. Fig. 17.) 

Sei V der doppelte Inhalt des von der positiven j?-Achse, 




>x 



dem Radiusvektor r= OP und dem Hyperbelbogen begrenzten 
in Fig. 17 schraffierten Sektors, dann wird 

J J 008^99 — 8in^q) ./ 1 — tang*^? 

also 



1) Vgl. Günther a. a. O. S. 92 ff. 
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§ 29. Die trigonometrischen Funktionen usw. 121 

l+tanffo? ^ c*»— 1 . 

1— tang9?' ^^ e*«'+l ' 



und 

r2= 1 ^l+tangV^ch^r + Bh't;^^,^ ^^^ 

008^9? — 8m*9? 1 — taug* 9? ch*t; — 8n*t? 
EDdlich wird 

X = rcosG? = Vsh^v + ch^t; • - = cht; , 

^ ^ yi+th^t; 

y=+yS2~^=-8ht;, 

oder 

M = t;. 

Dieses einfache Ergebnis drücken wir in dem Satz aus: 

Ersetzt man die Formeln 

:z; = cos^; y = sin9?, 

in denen die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte 
des Einheitskreises als Funktionen des doppelten 
Sektors dargestellt werden, der von der o^-Achse, dem 
Kreisbogen und dem Radiusvektor begrenzt ist, die 
trigonometrischen Funktionen durch die hyperbo- 
lischen, setzt man also 

a; = cht;, y = shv 

wo V der doppelte Inhalt des Hyperbelsektors ist^ 
so erhält man die Darstellung der gleichseitigen 
Hyperbel. 

4. Eine neue Deutung des Parallelwinkels. ^) 
In doppelter Weise kann nun diese Deutung angewendet 
werden, einmal auf die Hjrperbel, z. B. för die Teüung des 
Hyperbelsektors, z, B. für die Aufgabe, wenn P[x{v)yy(v)] 
gegeben ist^ den Punkt P^ zu finden, für den der zugehö- 
rige Sektor gleich ^v ist; die Konstruktion ergibt sich aus 
den hyperbolischen Additionstheoremen. Femer aber kann 
man daraus den Verlauf der hyperbolischen Funktionen ab- 



*) Vgl. Lobatschefskij, S. 245. 
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122 KapitellV. Die Trigonometrie der hyperbolischen Ebene. 

lesen und den Großen der hyperbolischen Greometrie eioe 
euklidische Deutung geben. 

So ist z. B. der Winkel a> (Fig. 17), d. h. der Winkel 
der j^Achse mit der Strecke OF, wo F der Fußpunkt des 
von P auf die Scheiteltangente gefällten Lotes ist, der 
Parallelwinkel der zum Lote p^v gehört. 

In der Tat ist 

cosa> = -=^= = — = tht; 
und 



tang|a>= + l/-- 



+ tht? ' 

in Einklang mit der § 28, 3 abgeleiteten Formel. 

Figur 17 zeigt ein Bild des Yerlau& von II (p); man 
sieht u. a., daß Uip) = ^7i ist, wenn jp = 0, und n{p) = Of 
wenn ^ = oo . 

§ 30. Die Formeln Ar das Dreieck der hyperbolischen 
Ctoometrie.^) 

1. Berechnung der durch den Grenzkreis defi- 
nierten Funktion f{ä). 




Fig. 18. 



^) Vgl. Lobatsohefskijy S. 212 ff. — Man kann auch die 
Formeln ableiten, indem man die Gültigkeit der sphärischen 
Geometrie voraussetzt und die in § 24, 2 gegebene Zuordnung 
benutzt. YgL die oben zitierte Ausgabe der Fangeometrie von 
Lobatschefskij, S. 25—26. Eine vollständige ZusammensteUung 
der trigonometrischen Formeln findet sich Lobatschefskij, 
S. 345—348. 
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§ 30. Die Formeln fOr das Dreieck usw. 123 

Für die weiteren BerechnuDgen ist auch die Gültig- 
keit der euklidischen Geometrie auf der Grenzkugel der 
Ausgangspunkt. 

Wir müssen noch die Größe f(a) kennen, die durch 
Fig. 18 geometrisch erklärt ist: Es sei BG^a^ A'GB 
= \ny CBA'=n(a) und s{a) der Grenzkreisbogen zwischen 
C und ^2^ endlich B^ der zu C korrespondierende Punkt 
auf BA, dann setzen wir 

BB,=fia). 

Nun verfahren wir ähnlich wie in § 28, 2. Wir er- 
richten in Ä das Lot ÄÄ^ auf der Ebene des bei C recht- 
winkligen Dreiecks und ziehen durch B und G die Parallelen 
BA' imd Gä' zu ää\ Die drei Ebenen des Parallel- 
dreikants bringen wir zum Schnitt mit der Grenzkugel, 
deren Achse ÄÄ' ist, und erhalten so das bei B^ recht- 
winklige Grenzbc^endreieck Ä G^B^ . (B^ liegt auf BÄ^ , 
Gl auf Gä' .) Endlich denken wir uns noch in der Ebene 
A^CB den Grenzbogen {GB^) konstruiert, dessen Achse 
CA ist. 

Grenzbogenstücke bezeichnen wir durch die Endpunkte, 
die wir in Klammem setzen, z. B. (JLJBi), geradlinige 
Strecken einfach durch die Endpunkte, z. B. CB. 

Dann ist in dem rechtwinkligen Grenzbogendreieck 
AB^G^: 

s{6) = (^(7i) = (J[5i)cosÄ 

und 

{G^B^)=={AB^)mi(K. 

Multipliziert man mit ef^^^y wo /*(&)= GG^ ist, so kommt 
auf der linken Seite 

was nach § 28, 1 gleich {CB^ also gleich s{a) ist; d. h. 

s{a) = {AB^)6^<>'>siii<x, 
und ebenso 

s(6) = (^5i)e/Wsin/9, 
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124 Kapitel IV. Die Trigonometrie der hyperbolischen Ebene. 

Benatzen wir jetzt die in § 24^ 2 gegebene Zuordnung^ 
wobei Pi und p in der Beziehung stehen 

Dann wird aus der Gleichung 

co8Z7(6i) = sin/Z(c)e^(«> 
oder 

sinZ7(6) = sin/7(c)^(«) . 
Dieser Gleichung an die Seite tritt 
sini7(a) = sin/Z{c)e>'W , 
d. h. es ist 

sin/7(a)e/'(«) = sin/Z(c)e^<«)+>'C»), 
oder^ da 

ist, also schließlich 

sin/7(a)e/(«) = sini7(c)e/(«)[=- sin/7(6)e/(*)] . 

Setzen wir bierin & = 0y wobei die Gleichung bestehen 
bleibt, und a in c übergeht, während 

sinJjr(6) = sin 77(0) = sin^jr = 1 , 

e/(») = e^(o) = e<>=l, 

wird, so erhalten wir die gesuchte Beziehung, welche in 
Fig. 18 die Strecke f{a) durch den ParaUelwinkel <CBA 
= n{a) ausdrückt. Es wird 

6/(«)=l:sin/7(a). 

2. Das rechtwinklige Dreieck. 

Nun kann man leicht die Grundformeln für das recht- 
winklige Dreieck ausrechnen. Aus der letzten, für jede 
Strecke gültigen Formel folgt in Verbindung mit der in (1) 
für das rechtwinklige Dreieck abgeleiteten Formel \f{(i) + f(h) 
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und wenn man die Formeln multipliziert und (1) berück- 
sichtigt 



Drückt man in der (3) entsprechenden Formel a und x 
durch h und c aus^ so kommt 



§ 30. Die Formeln für das Breieck usw. 125 

(1) sin/Z(a)sinl7(6) = e-/(«)-/(») = e-f^') = 8in/7(c). 

Aus dieser Formel erhält man durch die in § 24^ 2 an- 
gegebene Zuordnung des zweiten Dreiecks: 

sin/7(a)cosöc = sin/? 

und weiter (§ 24, 2, Zusatz) 

(2) cos n{c) cos (X = cos 17(6) . 

Aus der vorhergehenden Formel durch Vertauschung 
der Buchstaben: 

(3) sin/7(6) cos /? = sin ä , 

und wenn man die Formeln multiplizu 
sichtigt 

(4) tangÄ • tang/? = sin/Z(c) 

)rechendei 

' o ' TTt \ sin/Z(c) cos/Z(6) 

sm/? = sm/Z(a) • cosä = . ',': f^ 

^ ^ smIKp) cosi7(c) 

oder 

(5) sin^ = taDgi7(6-)cot77(&) . 

Diese fünf Formeln gestatten, jedes der fünf Bestim- 
mungsstücke durch zwei beliebige auszurechnen, z. B. die 
Hypotenuse c durch die beiden Katheten (1), oder durch die 
beiden Winkel (4) usw. 

Man bemerkt, daß die Beziehuugen zwischen den tri- 
gonometrischen Funktionen der Winkel des rechtwinkligen 
ohne die in § 28, 3 gegebene Berechnung von n{p) ab- 
geleitet sind; ferner sei hervorgehoben, daß wir (nach § 24, 3) 
mit den Formeln 1 — 5 zugleich auch die Trigonometrie des 
Vierecks mit drei rechten Winkeln erledigt haben. (Vgl. 
unter Nr. 3 dieses Paragraphen.) 

Ersetzen wir endlich nach § 29, 1 die trigonometrischen 
Funktionen noch durch die hyperbolischen, so kommt 

(10 chc==chach6, 

(2') th& = cosÄthc, 
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126 Kapitel IV. Die Trigonometrie der hyperbolischen Ebene. 

(30 «"»« = -^' 

(4') ch c = cot a • cot/? 

Zusatz:^) Die Formeln lassen sich durch eine einfache 
Regel zusammenfassen. Man schreibe an die Seiten eines 
Fünfecks der Reihe nach: 

Dann ist der Sinus eines Stückes gleich dem Produkt der 
Tangenten der anliegenden oder auch der Kosinus der 
gegenüberliegenden Stücke, z. B.: 

sin/Z(c) = tang(X • tang^ = sin[^ji: — /7(a)]sin[^ji: — (&)] . 

Geht man nach § 24, 2, S. 98 von einem rechtwink- 
ligen Dreieck zum ^^zugeordneten'' über, so verwandelt sich 
die Seitenfolge des Fünfecks in die entgegengesetzte. 

3. Das Viereck mit drei rechten Winkeln. (Vgl. 
§ 24, 3.) 

Wir wollen in dem Viereck J. — a — JS — 6— C—c — D 
— d — A (die Seiten sind immer zwischen die sie abgrenzen- 
den Ecken geschrieben), ndt drei rechten Winkeln bei ABC 
und einem spitzen Winkel £ bei D das in § 24, 3 angege- 
bene sphärische rechtwinklige Dreieck konstruieren, um 
auch die trigonometrischen Relationen für das Viereck zu 
erhalten. 

Es entsteht also ein Dreieck mit der Hypotenuse £, 
den Katheten /Z(a) und /Z(d) und den gegenüberliegenden 
Winkeln n{fi) und 11%. 

Die fünf Grundformeln des sphärischen rechtwinkligen 
Dreiecks ergeben hiemach 

cos /Z(c) cos Z/(d) = cos c 
sin/7(d) = sine sin 77(6) 
cos/7(ft) = 8in/7(a)cosi7(d) 

^) Vgl. Lobatschefskij S. 346. — Barbarin, Lagäometrie 
noneuclidienne. Paris 1902, S. 46. 
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§ 30. Die Formeln fOr das Dreieck usw. 127 

sin/Z(d)= cot/7(a)tang/Z(c) 
cos/Z(a) = tang/Z(d)cot€ . 

Führt man die hyperbolischen Funktionen ein (§ 29, 1), 
so kommt 

[1] thcthrf=cose 

[2j chb^sinechd 

[3J th6cha = thd 

[4] shc = 8hachd 

[5] tha8hd = cot€. 

Diese fünf Formeln reichen aus, um aus zwei Stücken 
die übrigen zu bestimmen. Weitere Formeln erhält man 
daraus ; wenn man gleichzeitig a mit b und c mit d ver- 
tauscht. 

4. Das schiefwinklige Dreieck. 

Aus den trigonometrischen Formeln für das rechtwink- 
lige Dreieck bekommt man genau wie in der euklidischen 
und der sphärischen Greometrie, die Formeln für das schief- 
winklige Dreieck. 

Zerfallt man z. B. das Dreieck durch die von A aus 
gefällte Höhe ÄD = h in zwei rechtwinklige Dreiecke, so 
wird (nach Formel (5) in Nr. 2) 

tang /Z(c) = tang/7(Ä)sin/? 

und 

tangZ7(ft) = tang/Z(Ä)siny . 

Hieraus erschließt man 

(6) tang/7(c) siny = tang/Z(&) sin ß = tang/7(a) sin oc . 

Die Formel entspricht dem Sinussatz der sphärischen 
Trigonometrie, und bekommt bei Einfuhrung der hyper- 
bolischen Funktionen die diesem Satze ähnliche Form 

. sha sh6 shc 



sina sin/J siny ' 

Wir wollen auch noch den Kosinussatz ableiten. 
Nach (2') ist in dem einen Teildreieck ABDi 
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128 Kapitel lY. Die Trigonometrie der hyperbolischen Ebene. 

thc • 008^ = ihp 

und nach 1': 

chc»ch&chp. 

Aus dem zweiten Dreieck ADC hat man 

ch&ch(a — jp) = che 

und hier ist (§ 29, 2) 

ch(a —p) = chachjp — shashjp . 

Setzt man alle berechneten Werte ein, so konmit der 
Eosinussatz 

(7') chachc — shashccos/} = cht 

oder, in Funktionen des Parallelwinkels: 

/«N H TT/ \ TT/ X /> 8inl7(a)sin//(c) 

(7) 1 — CO8n(a)c08n(c)C0sß = . Vr/rx • 

^ ' V / r sin/7(o) 

5. Dreiecksinhalt, ausgedrückt durchdie Seiten.^) 
Um den Inhalt A^ji — a — ß — y des Dreiecks durch 
die Seiten auszudrücken, benutzen wir den Kosinussatz (70 
Es ist 

chJchc — cha 

cosa = z-^r-r 

sh6shc 

daher 

o 9 1 1 . ch(6 + c) — cha 

2 cos^Iä = 1 4- cosä =- — ' , . 

^ shftshc 

Setzt man nun zur Abkürzung 

so kann der Ausdruck umgeformt werden in 
2^,^^^^^\-Ui + c + ä)]^H(f> + c-a) 
^ shfesnc 



*) Vgl. Lobatschefskij, Imaginäre Geometrie, S. 10. (Abh. 
d. Gesch. d. Math. XIX. Leipzig 1904.) 
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EUeraus folgt noch 

sin^^a=6*- 



_.,-«. (^""-l)(^'-'^ -l) 



und nun ergibt sich leicht die Formehreihe 

^« 1 

co8iÄsini/? = ^^^— y.c^-i-siniy, 



o8-e 



— e^ 



8in^Ä8in|^=— ^^^ — — . (5«-**.8in|y, 

gt-*a 1 

co8ia8ini/J=e*»-».— j^ — i-cosiy, 
co8i(a + /?) = e-*».^^^8iniy, 

8iai(a + /?) = c*' . ^-^^^^ cosiy . 

(Das dabei erforderliche Ziehen von Quadratwurzeln 
ergibt immer positives Vorzeichen ^ dA ja (x, ß, y kleiner 
als n sind.) 

Hieraus kommt endlich 

C08i{<X + ß + Y)==^ ^^ ^.«»•Siniycoßiy, 

oder 

§ 31. Beziehimgen zur eaklidischen Geometrie und 
zur spliäriselien Trigonometrie. 

1. Gültigkeit der euklidischen Geometrie im 
unendlich Kleinen. ^) 

Die Spezialisierung der Grundformeln (1') bis (50 (§ 30, 2) 



^) Lohatsohefskij, S. 226. Pangeometrie S. 31. 



Liebmann, Kichteuldidiache Geometrie. 
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wird zeigen y daß sie sich den Formeln der gewöhnlichen 
Geometrie um so mehr nähern^ je kleiner die linearen Ab- 
messungen des Dreiecks werden. 

Wir berücksichtigen also in den Formeln nur die Glie- 
der niedrigster Ordnung, nachdem wir zuvor die hyper- 
bolischen Funktionen durch die wirklichen Reihenentwicke- 
lungen ersetzt haben. 

Dann ist also einzuführen 




. _ is{s — 2a)(s — 2b){s — 2c) 
wobei gesetzt ist 



2 
thp =p + ... 
Aus der Formel (1') wird dann 

oder 

(1) c2 = a2 + 62. 

Ebenso folgt aus (20 bis (5'): ' 

(2) fe = C«C08a, 

(3) sinöc = cos/8, i 

(4) l = cota-cot/? 

(5) sinÄ = — . 

c i 

Die Formeln (3) und (4) besagen, daß a und ß Kom- 
plementwinkel sind, daß also die Winkelsumme zwei Bechte 
beträgt im Dreieck ; die andern Formeln drücken bekannte | 
Eigenschaften des rechtwinkligen Dreiecks aus. 

Die Inhaltsformel (§ 30, 5) verwandelt sich in die be- 
kannte Formel 
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§ 31. Beziehungen zur euklidischen Geometrie usw. 131 

Man sieht also^ daß die Formeln der hyperbolischen 
Geometrie in der Tat sich asymptotisch den Formeln 
der euklidischen Geometrie nähern. 

2. Die von Gauß angedeutete Ableitung der 
nichteuklidischen Geometrie. ^) 

Das Resultat, daß im Unendlichkleinen die euklidische 
Geometrie gilt, überrascht nicht. Alle Figuren sind ja frei 
beweglich, d. h. es gelten die Kongruenzsätze natürlich auch 
bei beliebig kleinen Abmessungen, außerdem aber nähert 
sich mit abnehmendem p der Parallel winkel dem Wert ^tz, 
also dem Wert in der euklidischen Geometrie. Hierin liegt 
der innere Grund des in (1) durch Rechnung gefundenen 
Resultates. 

Umgekehrt kann man mit Gauß die Gültigkeit der 
euklidischen Geometrie im Unendlichkleinen, also die An- 
wendbarkeit der Formeln (1) bis (5) an die Spitze stellen imd 
nun untersuchen, welche Geometrie dann im endlichen Ge- 
biet gelten muß. Es zeigt sich, daß nur drei Fälle mög- 
lich sind. 

Entweder gilt die euklidische, oder die hyperbolische 
oder endlich die sphärische Geometrie. Auch anJ der Kugel 
gelten ja für die aus größten Kreisbogen gebildeten Drei- 
ecke die Kongruenzsätze, und die Winkelsumme nähert sich 
auch hier der Grenze zwei Rechte, wenn das Dreieck zu- 
sammenschrumpft. 

3. Die Unabhängigkeit der sphärischen Trigo- 
nometrie vom Parallelenpostulat. 2) 

Wir wollen noch zeigen, daß die sphärische Trigono- 
metrie vom Parallelenpostulat unabhängig ist, worauf schon 
(§ 27, 1) hingewiesen wurde. 

Dem rechtwinkligen ebenen Dreieck mit der Hypo- 
tenuse c, den Katheten a upd 6 und den Winkeln oc und ß 



*) Die sehr kurze handschriftliche Notiz von Gauß (Werke 
Vni, S. 255 — 257) ist dort vom Herausgeber eingehend erläutert 
worden als eines der wei-tvollsten Zeugnisse für die Beschäfti- 
gung von Gauß mit der nichteuklidischen Geometrie. 

^) Vgl. Lobatschefskij, S. 235. — J. Bolyai, Appendix 
§ 33, 2. 
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132 KApitellV. Die Trigonometrie der hyperbolischen Ebene. 

ist ein sphärisches Dreieck zugeordnet (§ 24^ 1) dessen Hypo- 
tenuse ist 

& = nia), 

die Katheten sind 

und die Winkel 

a' = /Z(6), ß' = \n-(x. 

Die Formeln (1) bis (5) in § 30^ 2 ergeben dann 

{!") sina' = sine' sin a'. 

(In 2 vertauschen wir a und 6 mit ß und a, ebenso 
später in 5 und haben dann) 

(2") cosc' = oosa' • cos J' ; 

(3'0 cos/9' = sina • cos J' ; 

(4'0 sina' = cot/9'.tang6'; 

(5'^ cos/9' = tanga' • cotc' . 

Das sind die fünf Formeln für das sphärische recht- 
winklige Dreieck. Sie gelten auch in der hyperbolischen 
Greometrie, und damit ist die behauptete Unabhängigkeit be- 
wiesen. 

Zusatz: Hier (vgl. S. 126) kann man sich die Formeln 
durch die folgende Regel merken: Man schreibe an die 
Seiten eines Fünfecks die Größen 

\n — h, (Xy c, ß, \n — a. 

Dann ist der Kosinus eines Stückes gleich dem Produkt 
der Kotangenten der anliegenden oder der Sinus der gegen- 
überliegenden Stücke. 

4. Die hyperbolische Geometrie als imaginäres 
Gegenbild der sphärischen. 

Die bereits in § 30 hervorgehobene große Verwandt- 
schaft der Formeln der hyperboHschen und der sphärischen 
Trigonometrie gibt Anlaß zu einer analytischen Begrün- 
dung der letzteren. Gehen wir von der Kugel mit dem 
Eadius Eins (analytisch) über zur Kugel mit dem Radius 
i = /— ÖL , d. h. ersetzen wir die Größen a',V n ] 
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§ 31. Beziehungen zur euklidischen Geometrie usw. 133 

Formeln (l'O bis (5") durch ia, ib, ic, wahrend wir ä' = ä, 
ß'^ß^ y'=^y setzen^ so kommt 

(1) 8ha = shc • sina (5' in § 30, 2), 

(2) chc = chach6 (1' in § 30, 2), 

(3) co8)8 = 8inÄ.ch6 (3' in § 30, 2), 

(4) 8ha = cot)Sth& 

(5) co8/8==thacthc. 
Formel (4) ergibt 

th& == sh a • tang^ = th c sin^)^ • tang/J 

= tb c • ch a ch & sina • tang)3 

» th c ch a • cos jS • tang/J 

= thccos^, also 

th6 = thccosa (2' in § 30, 2). 

Femer wird 

cota • sha cosa • shc sha 

cota • cot^ = -r^T == r -öTj. 

'^ Xhh sha th6 



th 6 sh c , 



also 



cota.cot/? = chc (4' in § 30, 2). 

Hiermit sind alle Grundformeln abgeleitet. ^) 
Die analytische Begraudung besteht nun in der folgen- 
den Betrachtung. Die sphärische Geometrie ist in sich 
widerspruchsfrei, weil geometrisch aus der euklidischen ab- 



*) Vgl. Lobatschefskij, Imaginäre Geometrie, S. 9. L. ver- 
wendet noch ganz besondere Sorgfalt darauf, zu zeigen, daß die 
Formeln nicht etwa mit geometrischen Vorstellungen im Wider- 
spruch stehen. fDie Summe zweier Seiten muß größer sein als die 
dritte usw.) — Übrigens hat schon im achtzehnten Jahrhundert 
Lambert geahnt, daß die hyperbolische Geometrie (oder wie er 
sie nennt, die Geometrie mit der Hypothese des spitzen Winkels, 
weil dabei im Viereck mit drei rechten Winkeln der vierte Winkel 
spitz ist) auf der Kugel gilt, deren Badius der imagin&ren Einheit 
gleich ist. (Vgl. S. 145 des auf S. 5 Anm. 1 genannten Werkes.) 
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1 34 Kapitel IV. Die Trigonometrie der hyperbolischen Eb^ie. 

geleitet. Dasselbe gilt für das Formelsystem (1") bis (5"), 
aach dann noch, wenn man die reellen Argumente durch 
imaginäre ersetzt. So gelangt man aber za den Grund- 
formeln der hyperbolischen ebenen Geometrie, die also auch 
frei von Widersprüchen sein muß. 

Diese künstliche Begründung ist jeden&dls die kürzeste, 
«iin ist aber sehr wenig anschaulich, weil man dabei von 
den Formeln ans erst auf Umwegen zu den geometrischen Be- 
griffen Parallelwinkel, Grenzkreis usw. gelangt 
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Kapitel V. 

Längen- und Inhaltmessungen mit Benutzung 
von Integralen. 

§ 32. Die Bektiflkation der Zyklen. 

1. Über Rektifikationen in der hyperbolischen 
Geometrie. 

Die in § 30^ 2 abgeleiteten trigonometrischen Relationen 
können zusammen mit § 30, 1 dazu dienen, Bogenlängen 
und Flächeninhalte zu bestimmen. Wir wollen in erster 
Linie die Rektifikation der Zyklenbogen ausfuhren; zugleich 
wird dabei die Tatsache, daß auf der Grenzkugel die eukli- 
dische Geometrie gilt (§ 27, 4), wieder hervortreten, und 
über einige Konstruktionen, z. B. die der Einheitsstrecke 
§ 28, 1 zu sprechen sein. 

2. Der Kreisumfang. 

Denken wir uns den Umfang des Kreises vom Radius r 
in n gleiche Teüe zerlegt, ferner zwei benachbarte l^eil- 
punkte untereinander und mit dem Mittelpunkt verbunden. 
2j9 sei die Länge der Sehne, auf die noch vom Mittelpunkt 
aus das Lot gefällt wird. 

Dann entsteht ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypo- 
tenuse r, der kleineren Kathete p^ wo dieser Kathete der 
Winkel q)^2n\^n gegenüberliegt. Es wird also (§ 30, 2, 
Formel 50 

. n sh« 
sin— = -^r- , 
n shr 

und, wenn p sehr klein und n sehr groß ist, nahezu 

^ n = TT sh r 
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136 Kapitel Y. Längen- und Inhaltmessungen. 

mit zuDehmendem n (mid gleichzeitig abnehmendem p) 
nähert sich die Sehne 2p immer mehr dem Bogen^ nnd da- 
her bekommt man für n=»oo^ als Größe des Kreisumfangs 
(vgl. § 16, 1). 

U ==]im2pn = 2nBh.r = 7t{e^ — e-^) . 

Das zum Peripheriewinkel q) gehörige Bogenstück wird 
den Wert haben 

(p* shr, 

der sich mit abnehmendem r dem Werte (pr,d.lL der ent- 
sprechenden Größe der euklidischen Geometrie immer mehr 
nähert. 

3. Ausmessung der Abstandslinie. 

Wir fiOlen von der Mitte M der Strecke FF^ = x 
zwischen Anfangs- und Endlot PF und P^F^ des auszu- 
messenden Bogenstücks das Lot auf die Sehne PPi(=2jpi). 
Dann wird (§ 30, 3, Formel [4]) 

shpi =sh^Ä:cha. 

TSSliten wir jede der Strecken FM und MF^ , so wird 
die Sehne PP2 = P2P1 die Länge p^ haben, wobei 

shi>2 = shj;r]- cha 

usw. Führen wir die Teilung immer weiter, so wird 

2"sh^n = 2"sh^sha. 

Der aus den 2" untereinander gleichen Sehnen pn be- 
stehende gebrochene Linienzug nähert sich dem Bogen PP^ 
immer mehr, andererseits ist 

lim 2** sh^r- = x, 
2n 



n = oo 



Es wird also 

(PPi) = ic.cha. 

4. Der Grenzkreisbogen. 

Es seien Ä und B zwei Punkte des GrenzkreiseS; 
y = BF die Länge des Lotes, das von B auf die von A 
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§ 37. Die Eektifikation der Zyklen. 137 

ausgehende Achse a gefallt ist, 2?? sei die Länge der 
Sehne AB. 

In dem rechtwinkligen Dreieck ABF sind die "Winkel 

<BAF=n{p), <ABF^n{p)-n(y). 

Es wird also (§ 30, 2, Formel (3) mid § 29, 1) 

co&n{p) cosllip) 



ch^ = 



sin [n(p) — n(t/)\ sin II(jpi) cos n{y) — cos n(p)smn(y) 
shjp chy 



shy — shjp ' 

also 

sh ^ = 2 sh^ . 

Halbiert man nun den Bogen AB^ und bezeichnet die 
zugehörigen Sehnen AB^=^BJB mit jp^, so wird 

sh jp = 2 shjpi 

usw. Dieses Verfahren können wir beliebig fortsetzen und 
haben 

sh,iy = 2shp = 2sh2)i -.. =2**sh^„_i. 

Das Produkt 2"shjp„_i nähert sich mit wachsendem n 
der Länge AB des Bogens unbegrenzt, so daß wir das Er- 
gebnis haben: i) 

Die Formel 

{AB) = s = sh y [= cotZr(y)] 

drückt das Stfick (AB) des Grenzkreisbogens aus 
durch die Länge des Lotes y, das vom Endpunkt JB 
auf die durch A gehende Achse gefällt ist. 

Anmerkung. Der Grenzkreis gibt Anlaß, einige wei- 
tere trigonometrische Eelationen aufzustellen, die später ge- 
braucht werden. 

Wir bezeichnen noch AF mit x, den Schnitt des in A 
auf der Achse a errichteten Lotes und der Achse h mit C, 
die geradlinigen Strecken AG und OB mit z und m. 

In dem rechtwinkligen Dreieck ABF ist dann 

<ABF==n{p)-n(y), <BAF^n{p), 



^) Vgl. Lobatschefskij, Pangeometrie. S. 35, Gl. 22. 

Digitized by VjOOQ IC 



138 Kapitel Y. Längen- und Inhaltmessungen. 

also nach § 30, 2, Fonnel (10 
cha;chy = ch2i) = 28h2^+l=|8h2y+l=^(ch2y+l) 

daher 

(1) c'-^s^chy. 

Nach § 30, 1 ist femer, wenn man a durch Zj f{a\ 
durch seinen "Wert u ersetzt 

(2) e" = chjEf. 

Endlich bekommt man nach § 28, 1 und mit Benutzung 
der Formel 

5 = shy, 

wenn man y durch z ersetzt und 5 durch das Grenzbogen- 
stück s% daß mit s die Achsen a und b gemeinsam hat 
und von ihnen begrenzt wird (s'^se*) die Beziehung 

se^ = shz 

oder 

(3) s = th^ 

(Man sieht, z ist nur dann reell und der Punkt C 
existiert also nur, solange s kleiner als Eins ist.) 

5. Hinweis auf die Grenzkugel. Die Strecken- 
einheit. 

Sei Q die auf der Grenzflache, d. h. also durch den 
verbindenden Grenzkreisbogen ausged[rückte Entfemang eines 
beweglichen Punktes P, der mit dem festen Punkt O auf 
derselben Grenzkugel liegt, r^PB die Lange des Liotes, 
das von P auf die durch gehende Achse gefallt ist. Der 
Umfang des Kreises, den P beschreibt, ist dann (nach 1) 

?7= 27i(^^-^-) = 27icot/7(r) . 

Dieser Wert ist nach 4 auch gleich 27r^, wo ^ der auf 
der Grenzflache liegende gekrümmte Radius ist. Die Formel 

stimmt mit der euklidischen Geometrie (§ 27, 4). -^ 

Wir können nun auch die in § 28, 1 genannte Ein- 
heitsstrecke geometrisch deuten. (Vgl. Fig. 19.) 
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§ 32. Die Rektifikation der Zyklen. 139 

Eis ist in der Grenzkreisformel s gleich Eins^ wenn 
cot/7(y)=l, 

Zr(y) = i^. 

Demnach ist die Streckeneinheit gleich dem Stück 
.Grenzbogen _J.J5, welches die Eigenschaft hat, daß die bei- 
den durch A zur Achse B'BA' des Grenzkreisbogens, ge- 
legten Parallelen AS^ und AA' einen rechten Winkel ein- 
schließen. 

(Dann ist y = AF so beschaffen, daß 

n{y)^<FAA' = <BÄF=\7i. 




^A' 



Fig. 19. 



6. Möglichkeit und Unmöglichkeit einiger Kon- 
struktionen. 

Es wurde schon erwähnt (§ 27, 5), daß man auf der 
Grenzkugel gerade die Konstruktionen ausfuhren kann, die 
außer rationalen Operationen nur das Quadratwurzelziehen 
aus Strecken erfordern, die als Grenzkreisbogen gegeben sind. 

Für die hyperbolische Ebene ergibt sich, wegen der 
Beziehung 

s = 8hy, 

daß alle Konstruktionen ausfuhrbar sind, bei denen die Funk- 
tion sh^ einer gegebenen Strecke p multipliziert, addiert 
oder dividiert wird, oder bei der aus dieser Größe die Quadrat- 
wurzel zu ziehen ist. 
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140 Kapitel Y. Längen- und Inhaltmessungen. 

Es folgt daraus: 

Sind die geradlinigen Strecken ai^as...aM ge- 
geben^ so kann man jede geradlinige Strecke a kon- 
struieren^ die durch eine Gleichung der Form 

sha = l^(8hai^ sho,^-*- sha«) 

gegeben ist^ wo die Funktion F aus ganzen Zahlen 
und den n Argumenten durch rationale Operationen 
und Quadratwurzelziehen gebildet ist. 

Andere Konstruktionen sind nicht mit Zirkel 
und Lineal ausführbar.^) 

Beispiel einer ausführbaren Konstruktion: Die Strecken 
anzugeben, die durch die Gleichung 

sh£f = ysh2c — sh^ft 
gegeben ist. 

Die Grenzbogenstücke 

5(jef) = shj2f, s(6) = sh6, 5(c) = shc 

setzen auf der Grenzkugel ein rechtwinkliges Dreieck zu- 
sammen, indem s{z) eine Kathete ist. Die Ecken des Drei- 
ecks seien A, B, C (<C = f7i). "Wir wollen annehmen (was 
sich leicht erreichen laßt durch Verkleinerung der Grenz- 
bogen s{c) und s{b)), daß die im Punkte A auf der zuge- 
hörigen Grenzkugelachse senkrecht errichtete Ebene die zu 
B und C gehörenden Achsen BA' , CA' in zwei reellen 
Punkten B^ und Ci schneidet. 

Dann wollen wir das Paralleldreikant^ dessen Kanten 
die drei genannten Achsen sind^ längs der Achsen auf- 
schneiden und in die Ebene AB^Ci umklappen. 

Bekannt resp. leicht konstruierbar sind die Strecken 
ABl ^^d -^(^19 daher das rechtwinklige Dreieck AB^Ci, 
also auch das in der Ebene A'BB^ C^ CA' von B auf 
C^A' gefällte Lot BF=z, für das sh2 = (BC) ist, und 
{AB)^^{BC)^ + {AC)^. — 

Nicht konstruierbar ist z. B die Einheitsstrecke 
(§ 32, 4). Für die Einheitsstrecke /S= 1 ist 

8hS=shl=^— . 



*) Görard a. a. O. S. 86—89. 
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§ 33. Flächeninhaltsbestimmungen usw. 141 

Die Zahl t ist nicht algebraisch, also genügt die auf der 
rechten Seite stehende Funktion, die in unserem Fall statt 
einer Funktion eine Zahl ist, nicht den für die Konstruier- 
barkeit notwendigen Bedingungen^ und die Einheitsstrecke 
S=l ist nicht konstruierbar. 

Auch die Streckenteilung ist nicht ausführbar, 
wenn sie nicht auf fortgesetscte Halbierung zurückkommt. 

Es sei a==nXf also 

sh.a==shnxy 
dann wird 



=). 



d. h. 

sh:r = |(|^sha + ysh2a+l 



^ska + f^^a+lj 



ein Ausdruck, der nur dann bei gegebenem a konstruierbar 
ist, wenn n eine Potenz von 2 ist. ^) 

§ 33. FUcheninlialtsbestlmmiuigen in der hyper- 
bolischen Ebene. 

1. Grenzkreissektoreu. 2) 

Die Bestimmung des Flächeninhalts ebener Figuren 
gelingt am besten durch Zerlegung in Stücke, die von 
koBJoalen Grenzkreisbogen und Achsenstücken begrenzt sind. 

Betrachten wir zwei äquidistante von denselben Achsen 
b^renzte Grenzkreisstücke (A^B^) und (Ä^B^)} "^o wird der 
Inhalt des Vierecks (^^^^^j) nur von der Lange des 
Bogens abhängen. 

Sind C1C2 zwei weitere auf derselben Achse und auf 
den Verlängerungen der Grenzbogen A^Bi mid Ä2B2 ge- 



^) Es ist nicht uninteressant, daß in der hyperbolischen 
Geometrie (im Gegensatz zur sphärischen Geometrie), die Streoken- 
teilung auch unter Voraussetzung der Teilbarkeit der Winkel 
noch nicht durchführbar wird. (Archiv f. Math., dritte Beihe, 
Bd. V. (1903) S. 213.) 

«) VgL Lobatschefskij S. 39. 
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legene Punkte, so wird für die von zwei Grenzkreisbogen 
und je zwei Parallelen begrenzten Vierecke die Proportion 
bestehen: 

Wir wollen den Inhalt mit J^ bezeichnen, wenn der 
Bogen (^i^i) gleich Eins ist und ebenso die gerade Strecke 
Ä1Ä2 . Tragen wir die Einheitsstrecke noch einmal ab, so 
wird der Inhalt e/o des Vierecks (^^£2^2-^2) bestimmt durch 
die Proportion 

(Vgl. § 28, 1.) 

Bilden wir die unendliche Summe: 

SO zeigt sich, daß für n==oo ein endlicher Grenzw^ert 
herauskommt 



'=4^y 



Diesen endlichen Wert wollen wir zur Flächenein- 
heit^) wählen, so daß wir bekommen 

Dann wird, wenn AiAn = n'l ist, und {AiBi)=l^ 
der Inhalt des Vierecks [A^B , BmA^) 

und wenn (A^Bi) = 5^ , AiAu = X'l ist 

{A,B^BnAn)==s{l-e--) = J{s,x). 

DieseFormel drückt denlnhalt des Vierecks aus, 
das von zwei parallelen Strecken ^i^t = BiJ5„ = a; und 
zwei Grenzbogen JL^Bi = s, J^„£*„ = s« e-* begrenzt ist. 



*) Es zeigt sich später (§ 34), daß bei dieser Wahl der 
Flächeneinheit der Inhalt des Dreiecks seinem Defekt gleich wird, 
in Übereinstimmung mit § 18 und § 14. 
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2. Das Flächenelement in rechtwinkligen Koor- 
dinaten. 

Um nun den Ausdruck des Doppelintegrals zu geben, das 
zur Berechnung des Flächeninhalts dient, gehen wir von 
der für J{s,x) abgeleiteten Formel aus, fuhren bestimmte 
Koordinaten ein und transformieren dann auf die rechtwink- 
ligen Koordinaten. Seien y und x die rechtwinkligen Punkt- 
koordinaten, f und rj zwei Koordinaten, die die Lage eben- 
falls bestinmien (s. Fig. 20) und die wir Grenzkreiskoor- 
dinaten nennen wollen. 




In dem Element PPiPqP2 , dessen Eckpunkte die 
Koordinaten haben 

F,:i + d^,ri + dr}, 

sind die Seitenlangen 

{P,P,) = e-^df], PP, = P,P,^d$. 

Der Inhalt des Elements wird also 

df= J{e-(dt] , dl) = d^ • e-f (1 - e-"«) = drid^e-^ . 

Um jetzt auf rechtwinklige Koordinaten zu transfor- 
mieren, braueben wir die Formel (vgl. § 32, 3) 

(1) (PPo) = »?c-« = coti7(j^) = sby, 
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ferner 

(2) (c-f = ch y[=l: sin Zr(y)]. 

(1) und (2) lassen sich auch schreiben 
«-^ = c-'chy 

Hieraus folgt leicht 

rff = — e^{— dx e-' chy + dy shy e-") 



dl] = dxe^'Üiy + dy 



also 



ch«y' 



\dx dy dy dxj ^ ' 



In rechtwinkligen Koordinaten wird also der Flachen- 
inhalt ausgedrückt durch das Integral 

F=ffdSdi]e-^=lldxdye^Q}iye-^^IJdxdychy. 

Beispiel: Betrachten wir das von zwei Ordinaten PF 
= P^Fi = a , dem Achsenstück FF^ = x und dem Bogen 
(PPi) der Abstandslinie begrenzte Flächenstück, so kommt 
für den Inhalt 

X a 

F= fdxfdychy = x • sha . 



DifPerenziert man nach a, so bekommt man wieder die 
Bogenlänge der Abstandslinie (§ 32, 3) 

(PPi) = :rcha. 

3. Flächenelement in Polarkoordinaten. Kreis- 
inhalt. 

Betrachtet man das rechtwinklige Dreieck OPX {y = PX 
ist das vom Punkte P {x^ y) auf die a?-Achse gefällte Lot 
femer OX=x)y so ergibt sich, daß die rechtwinkligen Ko- 
ordinaten X , y mit den Polarkoordinaten r, (p verknüpft sind 
durch die Gleichungen (§ 30, 2) 

chr = cha;chy 

tang^p == thy : ^hx . 
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Ee folgt daraas 

shr dr = sha; ohy dx + ch:r shy dy 
dw cha? . , , dy 



008^9? sh^a; shirch^y ^ 

/ör 09? dr StpX^coQ^tp / 1 sh^ych^icX _^ chy 

Vöic dy dy 6x1'^ shr \ohy chysh^a;/ shr * 

Der Flacheninhalt in Polarkoordinaten ausgedrückt 
wird also 



f.-lf 



d^rfychy=" Jirrf^^chy 



/ör d(p dr dqA 
\dx dy dy dx) 

= I jdrdip'Bhr. 
Z. B. wird der Inhalt des Kreises (vgl. § 16, 1) 
J^27i I dr&hr^jiye^ — e 2j . 



Bei abnehmendem r nähert sich dieser Wert mehr und 
mehr der Größe r^ji, wie in der euklidischen Geometrie. 

Differenziert man den Inhalt nach r, so ergibt sich der 
Umfang (§ 32, 2) 

§ 34. Der Inhalt Yon Dreiecken. 

1. Das rechtwinklige Dreieck mit einer unend- 
lich fernen Ecke. 

Während bei der früheren Methode der Inhaltsbestim- 
mung (§ 18) durch Kongruenzsätze für ganz im Endlichen 
gelegenen Dreiecken nachgewiesen wurde, daß der Winkel- 
defekt unmittelbar das Maß des Inhalts ist, wollen wir jetzt 
ein Dreieck mit einem Nullwinkel und einem rechten Winkel 
zum Ausgangspunkt machen. Dabei zeigt sich, daß die 
Flächeneiiüieit (§ 33, 1) bereits so gewählt ist, daß genau 
wieder das frühere Resultat sich ergibt. 

Liebmann, Nichteuklidische Geometrie. db^GoOQlc 
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Wir l^en (Fig. 21) das rechtwinklige Dreieck so, daß 
die unbegrenzte Kathete OA mit der positiven iP-Achse «u- 
sammenfallt. 




^A 



Piff. 21. 

Der Inhalt wird 

oo 

j jdxdffchy= fdxdiy. 



Dabei ist noch shy [=cot77(y)] zu bestimmen. 
Im Dreieck PXZ ist (§ 30, 2, Formel 2) 

und der Bogen (XJC), wo X' der zu korrespondierende 
Punkt auf AAf ist, hat die Lange: 

S=Sq€~ , 

außerdem wird nach § 32, 3, Anmerkung 
(OO0 = 5o = «>s77(a). 
Der Flächeninhalt des Dreiecks OAA^ wird also 



=: fdx cot n{y)= f- 



dx • Qo^n{a)e'^ 
^l — coQ^n{a)'e- 



— d[cosZr(a)e-^] 
yi — cos2/Z(a)6-* 



-/■ 



« [arcco8c-*cosZr(a)]~ 
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Diese Integration zeigt also, daß der Inhalt des Drei- 
ecks mit den "WinkeLi 0, ^^r, 27(a) dem Defekt, nämlich der 
Größe ^71 — n(a) gleich ist. ^) 

2. Inhalt des begrenzten rechtwinkligen 
Dreiecks. 

Verlängern wir jetzt im endlichen rechtwinkligen Drei- 
eck ABC die eine Kathete BC unbegrenzt über C hinaus^ 
ziehen sodann die Parallele Ä(7 zu CO und errichten auf 
AB das Lot DO mit dem Ende O^ so zeigt sich, daß der 
Inhalt des Dreiecks ABC gleich ist 

AABC=AABO~AACO 

=^AADO + ABDO-AACO 

=^jt-cc-n{b)+i7i-ß^[i7z--n(b)] 

=^\7t — (X — ß. 

Das ist die frühere Formel, die, wie in § 18 angegeben, 
zeigt, daß der Inhalt des geradlinig begrenzten Polygons 
seinem Winkeldefekt gleich ist. 

3. Übergang zur euklidischen Geometrie. (Vgl. 
§ 31, 1.) 

Wir woUen noch der Formel für den Inhalt des recht- 
winkligen Dreiecks eine solche Gestalt verleihen, daß beim 
Grenzübergang zur euklidischen Greometrie genau die be- 
kannte Formel herauskommt: 

Wir bezeichnen wieder, wie in § 24, 2, Lot und Par- 
allelwinkel durch lateinischen und griechischen Buchstaben, 
setzen also 

usw., ferner stehen allgemein p und p^^ in der Beziehung: 

i7i = n{a) + n(a,) = oc + cc^. 

in dem rechtwinkligen Dreieck mit der Hypotenuse c, 
den Kiitheten a imd b und den g^enüberliegenden Win- 
keln a' und ß^ verlangem wir die Hypotenuse über B hinaus 
um die Strecke V; dann ergibt sich 



^) Vgl. Lobatschefskij; Pangeometrie. S. 46. 
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n(p)^n(e+v)+(x. 

Ebenso ist 

Also 

2/7(6) = /7(c + 6') + /7(c-60. 
G^ht man nnn (vgl § 24, 2) von dem Dreieck (a, 6» c; 
ä', ß^ über ra dem Dreieck (a,ai, V; ßi,y) so kommt 

2ZZ(ai) = ir(y + c) + ZZ(y-c), 
oder wenn man allgemein n{—p)'=^7i — II{p) setzt 

2n{ar)^n{c-V)-n(i/+c). 

Ebenso ist 

2n(]!/)=^n{c-a^'-n{af + c), 
and durch Übergang von einem Dreieck zum andern 

217(c) = IZ(6' ~ &i) - 77(6i + ^0 
und 

277(c) = 77(a'-ai) -Zr(ai +«'), 
oder, wieder durch Übergang 

2i7(y) « 17(6i - Ol) - /Z(6i + «i) 
und 

2IZ(a') = Zr(ai-6i)~Zr(ai+6i). 
Hieraus folgt 

A^i7t-n(af)-n(V)=.n{a^+\). 

Diese Formel drückt den Inhalt des rechtwink- 
ligen Dreiecks als Funktion der Katheten aus. ^) 
Jetzt ist noch der Grenzübergang auszufuhren. 
Es wird 

tangi J == tang^IZ'(ai + 6i) = c -<«^+^) 

= tang|/Z(ai).tangiIZ(6i) 

= tang [i^ ^ iI7(a)] . tang[i^ - i/Z(6)] , 



*) Vgl. Lobatschefskij, Pangeometrie. S. 60. 
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1— C-« 1 — e-^ 



Ikitwickelt man in Reihen^ und schreibt nur die An- 
fangsglieder hin^ so kommt 

i^-t i_^i_a^^// 1 + 1^6+... 

oder, wie es sein muß, 

§ 35. Die Sphären und Kegel. 

1. Räumliche Polarkoordinaten und die Kugel. 

Bei der Berechnung von Körperinhalt und Oberflachen 
wollen wir davon Gebrauch machen^ daß im unendlich kleinen 
Gebiet die euklidische Geometrie gilt (§ 27, 4), eine Tat- 
sache, die schon in der Ebene (§ 33) die Rechnung erleich- 
tert und z. B. gestattet hätte, unmittelbar die Formeln fär 
das Flächenelement hinzuschreiben, ohne die Grenzkreis- 
sektoren voranzustellen und hinterher die Transformationen 
auf die anderen Koordinatensysteme unter Benutzung von 
Funktionaldeterminanten rechnerisch auszuführen. 

Wir fuhren zuerst räunüiche Polarkoordinaten ein r (Ent- 
fernimg vom Koordinatenanfang 0), (p (geographische Länge) 
und # (Breite). Von Punkt P aus fällen wir noch das £ot 
PZ== Q auf die Polarachse (^ ^ ^7t) und haben dann in dem 
rechtwinkligen Dreieck OPZ noch die Relation: 

cosi!> == sin(|^:7r — ^) = sh ^ : sh r . 

Der Umfang des durch den Punkt P gelegten Parallel- 
kreises wird (§ 32, 2) 

2^1 sh ^ = 2^1: sh r cosi!> . 

Betrachten wir jetzt das unendlich kleine rechtwinklige 
Parallelepipedon, bei dem die drei dem Punkt P benadb- 
barten Ecken die Koordinaten haben 

P^ir + dr, ^y (p 

.P^ir,'» + d»,(p 

P^:r,'»,(p + d(py 
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so haben wir die Kantenlängen 

PP^ =^dr, PPj = shr . d» , PPg = shr cosi> • d(p . 

Daraus ergibt sich ffir das Volumen das dreifache In- 
tegral 

F=///rfr(i^ddsh2rcos*. 
Der Inhalt der Kugel vom Radius r wird z. B. ^) 

K= fsh^rdr f d^cos^ jd<p = 71 f{^^ — 2 + e-^^)dr 

-I» 

I\ir sehr kleines r hat man 
also angenähert 

Die Kugeloberfläche ist gegeben durch das Integral 
jP= Qh^rfd^cos^Jdq) = 4?!: • sh2r , 

-in 

ein Ausdruck, der für kleine Werte von r sich der Funktion 
4r^7i nähert und durch Differentiationen von K nach r sich 
ergibt. 

2. Rechtwinklige Koordinaten und die Ab- 
standsfläche. 

Die rechtwinkligen Punktkoordinaten im Raum seien 
Xjy,z. {z die Länge des Lotes auf die a?y-Ebene, y die 
Länge des vom Fußpunkt von z auf die a:- Achse geföUten 
Lotes, X der Abstand zwischen diesem Punkt der ^- Achse 
und dem Koordinatenanfang 0. 

Die Punkte P^P^^^ mögen die Koordinaten haben 
x + dXyyyZ\ x,y + dy,z; Xyy,z + dz. 

Dann ist 



') Vgl. Lobatschefskij, S. 50 (GL 56). 
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PP^=dy ch3 (§ 32, 3) 

(Die Projektion der Strecke PP^ auf die a;y- Ebene 
ist dxchy, daher PP^ selber gleich dxGhychss,) 

Wir berechnen jetzt das Volumen einer Röhre , die 
seitlich von Loten auf der :ry-Ebene begrenzt ist, als Grund- 
fläche ein Stück f dieser Ebene hat, und als Deckflache 
das von dieser Röhre ausgeschnittene Stück der Abstands- 
fläche ^ = ^0' 

Das Volumen wird ^) 

O 



((-+T--)- 



Der Flächeninhalt der Deckfläche wird 

F== j jdxdychy'ch^0Q = ch^eQ'f. — 

Die Länge eines Kurvenstückes auf der Abstandsfläche 
unterscheidet sich von der Projektion durch den Faktor chjEfo. 

3. Die Grenzkugel. 

Wir fuhren folgende Koordinaten ein: C die Länge des 
Lotes, das vom Punkte P auf eine bestimmte Grenzkugel 
gefällt ist, die durch den Koordinatenanfang geht und 
die positive jsi- Achse zur Achse hat. Durch dieses Lot 
werden dann noch die Ebenen senkrecht zur :r;8f-Ebene 
und senkrecht zur ^5- Ebene gelegt und die Grenzkreis- 
stücke, die sie bis zu diesen Ebenen hin auf der Grenzkugel 
ausschneiden, mit t] und f bezeichnet. 

Betrachten wir hier ein rechtwinkliges Parallelepipedon, 
dessen Kanten sind 



^) Bei Lobatsohefskij, 8. 52 (GL 59) findet sich diese Formel 
für das Baumelement, nur stehen, wie überall bei Lob atschefs - 
kij; die trigonometrischen Funktionen des Parallelwinkels an 
Stelle der hyperbolischen Funktionen. 
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PPi = dfe-f (P,:f + df,i,,a, 
so wird sein Inhalt 

Der Baominhalt des Körpers, der von zwei koaxialen 
GrenzkugelflSchenstücken (C — und C = Co) "i>d ^^^ g^ 
meinsamen Achsen der Flächen begrenzt ist, wird also 

wenn / das auf der Fläche C = ausgeschnittene Stuck ist. 

4. Der asymptotische KegeL 

Wir wollen die soeben eingeführten Koordinaten noch 
benutzen^ um den Inhalt des geraden Kegels zu berechnen, 
dessen Grundfläche ein Kreis vom Eadius r ist, und dessen 
Kanten alle dem im Mittelpunkt des Kreises errichteten 
Lot parallel sind. 

Auf der Grenzfläche C = können wir noch gewöhnliche 
Polarkoordinaten einführen, indem wir setzen 

f = ^cos9P, ri=^Q'emq). 

Wählen wir jetzt zur Achse des asymptotischen geraden 
Kegels die ;?- Achse, so wird das Inte^ul übergehen in 

K= fd(p f fgägdCe-^^ ==271 f fgägdCe-^^ . 

Das Doppelintegral ist über eine Fläche zu erstrecken, 
die von zwei zur jer-Achse symmetrisch gelegenen Parallelen 
einerseits und andererseits von der Strecke 2r b^renzt ist, 
die die Parallelen in korrespondierenden Punkten triflt. 

Das Doppelintegral ist in Bezug auf C zwischen den 
Grenzen Co ^"id oo zu erstrecken, wobei 



ist, und noch q zwischen den Grenzen und q^, wobei der 
Radius r des Grundkreises mit q^ durch die Beziehung ver- 
knüpft ist 
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Es kommt also (vgl. § 16, 2) 

-^-jH W+^^^ )--H—¥- )' 

d. h. 

K=27ilogchr. 

Auch die Mantelfläche dieses Kegels ist leicht zu 
berechnen. Schneidet man den Kegel längs einer Kante 
auf und rollt in die Ebene ab, so bekommt man einen Grenz- 
kreissektor, dessen Inhalt nach § 33, 1 ist 

Jf=27ishr. 
5. Der Kreiskegel mit reeller Spitze. 
Wir führen noch Cylinderkoordinaten ein: 

9? «Winkel der Meridianebene gegen eine bestimmte 
Anfangsebene. 

^ = Länge des Lotes auf die ^- Achse. 

j8; = Abstand des Fußpunktes dieses Lotes vom Ko- 
ordinatenanfang. 

Betrachtet man die Punkte P{(p yQyZ)y Pi {q> + dtp^ q, z), 
P2(9>yQ + dQf^)f Pii^yQy^ + äz), so ist 
PPi-= sh^d^? 

PPg =Chßrfj6f. 

Das Yolumelement wird dann 

dV^AiQ(iiQdQd(pdz. 
Der K^l hat dann den Bauminhalt 

271 j dz f&h gcligdg. 



Dabei ist h die Höhe. Das Litegral wird 
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h 



Ist (X der Winkel zwischen Höhe und Mantellinie^ so 
ist nach § 30, 2 

th;2r = co8athr, 

sh ^0 = sh r sin oc , 

also wenn man die Lange r der Mantellinie zwischen der 
Höhe und der Höhe z als neue Veränderliche einführt 

d^ch^Qo = COB0C-T-— . • (l + sin^a sh^r) 

^" ch^r 1— cos^ath-^r \ / 

= cos oc dr , 

und!) 

K= 7i{m cos a — Ä) , 

wo m die Länge der ganzen Mantellinie von der Spitze 
{is = 0) bis zur Grundfläche {z = h) ist. 

Den Übergang zur euklidischen Geometrie bekommt 
man^ wenn man die Gleichung hinzuzieht: 

th Ä = cos a • th m , 

d.h. 

,_^ , /l + cosa'thm\ 

"~* ^\1— cosa -thm/ 

Ist m sehr klein und h auch, so kommt 

TT l xu cos^Äth^m \ 
K= Tiyn cos (x — cos a • th m — . . . I 

= 71 wcosa — cosalm — ^ l + cos^a— ... 

= n-^coB (X • sm^Ä , 
wie in der euklidischen Geometrie. — 



*) Vgl. Lobatschefskij, S. 49 Gl. 55, wo dann auch im An- 
schluß der Grenzübergang ausgeführt wird. 
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Die Mantelfläche wird 

M=4:7i sh^— sin a = m^Tt sin a + . . . 

6. Der Kegel mit idealer Spitze. 

Wir untersuchen noch das Volumen des Körpers, der 
durch Rotation einer Geraden um eine andere entsteht, 
Tv^enn die beiden Geraden ein gemeinsames Lot haben. 

In einem Meridianschnitt also auf einer Mantellinie 
der Flache, die von der den Mantel senkrecht schneiden- 
den Ebene z = ^ und der Ebene j8f = Ä begrenzt sein möge, 
bezeichnen wir mit C den Abschnitt von einem Punkt der 
K!egelkante bis zur Ebene ;8f = , mit q das von dem Punkt 
auf die Achse gefällte Lot 

Das Volumen ist dann 



-tA] dz^'^q — hX^ 



wobei sich das erste Litegral noch auswerten läßt mit Hilfe 
der Formeln (vgl. § 30, 3) 

f Vi /" 

thj8i = -- — , sho = chCsha. 
cha ^ 

Führt man f als Veränderliche ein, so wi^d 

chV=l+ch2fsh2a 
und 



dz^ 



*^«'«(i-ss) 



ch^Csh^a+l 



also, wenn mit m der Abschnitt auf der Meridiangeraden 
zwischen den Ebenen ;sf = und z^h bezeichnet wird 

h m 

jdZ'ch^q = chajdC = oha*m. 



Das Volumen wird also 

F=jr(m«cha — Ä). 

Setzt man hierin mit Benutzung von § 30, 3 für ip. 
seinen Wert ein 
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m= 


,- /l + chathÄ\ 










/ 

= h- 

\ 


4-)('4' 


•■)-(¥• 


..(1 +..•), 

/ 


90 kommt 












V=7i{h- 


" 3 ■ 


..\l + o« + ... 
/ 


,4+. 




-a1 


= 7ih'a 


» + . 


, , 









Für kleine Werte von a und h also kommt näherongs- 
weise derselbe Wert wie in der euklidischen Greometrie. — 
Die Mantelfläche wird (vgl. § 33, 3) 

Jf=2jisha-shm 

.^ / . \ thÄcha _ , , 

= 2jr(a + ...) , =27iah+ ... 

yi-th2Äch«a 



§ 36. Das Tetraeder.!) 

1. Das einfach asymptotische Tetraeder mit 
einem rechten Winkel. 

Wir konnten die in § 35, 4 gegebene Formel benutzen, 
um das Tetraeder zu berechnen, dessen Grundflache ein 
rechtwinkliges Dreieck ist mit den Katheten a und b und 
der Hypotenuse c , dessen drei weitere Kanten parallel sind 
und von denen eine (&) im Punkte B{a,c) auf der Grund 
fläche senkrecht steht 

Man gelangt dabei zu der Formel 



wobei ist 

cos99thr = tha, und cos ß'ÜkC=^iha. 



*) Vgl. die von Stäokel gegebene Übersicht über verschie- 
dene Wege zur Inhalisberechnung des Tetraeders nach Gaul, 
Lobatschefskij und Bolyai. (Math, und naturw. Berichte aus 
Ungarn. XVni, 1902, S. 297—307.) 
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Das ergibt sich durch Zerlegung in Sektoren mit Hilfe 
von Ebenen^ die durch B gehen und auf der Grundebene 
senkrecht stehen. 

Wir wollen noch eine andere Zerlegung vornehmen^ 
nämlich in Scheiben, deren Begrenzungsebenen auf der durch 
h und a gelegten Ebene senkrecht stehen und diese Ebene 
in Parallelen zu h schneiden. 

Die Grundfläche der Scheibe ist ein Viereck mit zwei 
rechten Winkeln, von dem eine Seite gleich dx, die andere 
gleich y ist. 

Fuhren wir die in § 35, 4 gebrauchten Koordinaten ein, 
so ergibt sich als Inhalt der Lamelle 

dSJjdfjdCe'^^. 

Dabei ist (§ 32, 4, Anmerkung) 

I = th a? ; 

17 ist von Null bis zur Grenze thy : ch:r zu integrieren, und 
die Grenzen von C sind bestimmt durch 

e^=l:c)ixchy, C = oo. 

Dann kommt also 

ff 



d.h. 






wofor man nach § 29, 2 auch schreiben kann 
dV=—\dn{x)-y. 
Das Volumen wird also (vgl. § 16, 2) 

V=^fdn{x)-y, 

h(a) 

und hierin kann fOr y noch sein Wert eingesetzt werden 

« = iw l + «h^*^°g/^ _ 1 io„ l + cot77(a!)tang/? 
» ^ "^l-sha;tang/? ^ ^ l-oot/7(a;)tang/J 
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^ 8iD[/7(a:) + /?] 
*^sm[/7(a;)-/J] 

Das Volumen wird alsoi) 
i" 



-if. 



dcplog 



nca) 



Bin((p + ß) 
sm{(p-ß) 



2. Ein bestimmtes endliches Tetraeder. ^) 
Wir haben oben (§ 34^ 2) gesehen^ wie das rechtwink- 
lige Dreieck sich berechnen läßt durch Addition und Sub- 




traktion von rechtwinkli^n Dreiecken mit je einer unendlich 
fernen Ecke. Drei solche asymptotische Dreiecke waren 
nötig, um jedes beliebig endliche rechtwinklige Dreieck zu 
erhsdten. Genau so kann ein bestimmtes endliches Tetraeder 
aus vier asymptotischen Tetraedern von der in (1) beschrie- 
benen Art erhalten werden. 

Wir wollen die Zusammensetzung zeigen und angeben. 



*) Lobatsohefskij S. 56 (Gl. 73). 
«) Lobatschefskij S. 57 (Gl. 76). 
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wie man zu den trigonometrischen Eelationen gelangt^ welche 
die in den verschiedenen Integralen vorkommenden Stücke 
mit den Bestimmungsstücken des Tetraeders verknüpfen (vgl. 
Fig. 22). 

Dieses spezielle Tetraeder hat als Seitenflächen vier 
rechtwinklige Dreiecke, die sich in vier Paare anordnen. 
Die Dreiecke eines Paares haben jedesmal eine Kathete ge- 
mein (z. B. A^^Cund AACD die Kathete AC\ AB CD 
und DBA die Kathete BD). 

Dann verlängern wir die Höhe BD = h unbegrenzt 
über D hinaus und ziehen durch A und C die Parallele da- 
zu. Dann wird noch CD und AD über D hinaus ver- 
längert bis zu den Punkten E und F {ED" II DD" und 
^DED'^^n; <EID = \n, FD^WDI/). 

Da D (7_L J. 0, steht ED" auf der Tetraederebene ACD 
senkrecht, und man sieht nun, wie sich das Tetraeder aus 
lauter asymptotischen Tetraedern zusammensetzt. Wir wollen 
ein asymptotisches Tetraeder mit rechtwinkliger Grundfläche, 
bei dem eine Kante in der Ecke B auf der Grundfläche 
senkrecht steht, während bei C der rechte Winkel ist, be- 
zeichnen mit 

T{A,B,C). 

Dann ist der Inhalt des Tetraeders 

V= T{A, B, C) - T{Ay E, C) + T{A, E,F)- T{D, E, F) 

und alle vier Größen T sind Integrale der Gestalt 



T=ih 






Im zweiten Tetraeder tritt an Stelle von a und ß: 
CE und <AEC. 

Im dritten Tetraeder tritt an Stelle von a und ß : 
EF und <AEF. 

Im vierten Tetraeder tritt an Stelle von a und ß: 
EF und <DEF. 

Der Wert von CE ergibt sich daraus, daß DjB(= CE 
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— CD) das Lot ist, das eum ParaHelwinkel < CDB ge- 
hört; von dem rechtwinkHgen Dreieck ACE kennt man 
hiennit die beiden Eittheten, also anch AE und den Winkel 
AEC, Hieraus ergeben sich leicht die nötigen El^nente 
des dritten und vierten Tetraeders. — 

Auch kann man das Volumen in Form eines einfiichen 
Integrals angdben^ anknüpfend an § 35, 5. Es wird dann 
ß 



Dieser Wert ergibt sich, wenn man in Sektoren zerlegt 
durch Ebenen, die BD = h zur gemeinsamen Achse haben. 
q) ist der Winkel, den diese Ebenen mit DBC bilden, m 
die Lange der Sdmittgeraden einer solchen Ebene und der 
Ebene DAC, gerechnet von D bis zum Schnitt mit AC, 
und tp der Wirbel zwischen m und DB. 

Es ist also 

tangy = thr : shÄ 
chm = chr-chÄ, 
wobei r zu bestimmen ist aus 

thr = tha:cos9?. 

Bemerkung: Aus Tetraedern der hier behandelten 
Art kann jedes Tetraeder zusammengesetzt werden: Man 
falle von einer Ecke (D) aus das Lot DE auf die Grund- 
fläche, lege durch DJB die drei Ebenen durch A, B und C 
und die drei Ebenen senkrecht zu AB, BC und CA, 
dann erhält man sechs Elementartetraeder der genannten Art. 

3. Das reguläre vierfach asymptotische Tetra- 
eder. 

Wir wollen, zurückgreifend auf die in Kapitel H ge- 
gebene Darstellungsform der hyperbolischen Geometrie, noch 
das Integral aufstellen, welches den Inhalt des vierfach 
asymptotischen regulären Tetraeders ausdrückt. Man erhält 
ein asymptotisches Tetraeder, wenn man in der Ebene eines 
gegebenen Parallelendreiecks (§ 14, 2) ABC in irgend einem 
Pimkt das Lot DD' errichtet, und die Geraden zieht, die 
einerseits dem Lote DD', andererseits je zweien der Seiten 
des Grunddreiecks parallel sind. Ist D der Schnittpunkt 
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§ 36. Das Tetraeder. 161 

der Winkelhalbierenden von den drei Nullwinkeln A^ B 
und C y dann wird das asymptotische Tetraeder regulär. 

In dem Bild der hyperbolischen Raumgeometrie werden 
diese Bedingungen erreicht, wenn man ABC als Ecken 
eines gleichseitigen Dreiecks der Fundamentalebene annimmt, 
durch AB C die Pseudoebene (Halbkugel) legt und als Höhe 
die Gerade nimmt, die auf der Fundamentalebene im 
Mittelpunkt des dem Dreieck AB C umbeschriebenen Kreises 
senkrecht steht. D ist der Schnittptmkt dieser Geraden 
mit der durch ABC gelegten Pseudoebene. 

Man sieht sofort, daß die Größe des Kantenwinkels 
des regulären asymptotischen Tetraeders gleich ^n ist, näm- 
lich gleich dem Winkel der Ebenen ABIY und B CD', oder 
gleich <ABC. 

Die Punkte A, B, C mögen die Koordinaten haben 

A:x = i, y=-^y3; Bix^i, y-i'ß; 
C:x= — 1, ^ = 0. 

Dann wird das dreifach asymptotische Tetraeder mit 
den Ecken A, B , JD und ZK, das den dritten Teil des 
ganzen Tetraeders ausmacht, den Inhalt haben 

3 2. 

wobei cos t?o • cos (p==^ ist. 
Setzt man 






28in^o 
cos yj = — =r-^ , 

so wird 

2sina?«cos^o 
smv' = ^-— ^, 

und 
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= -3 



V l + Ssinv MV^^^j- 



§ 37. Das Bogenelement und die Abbildimg auf die 

Flächen konstanten negativen Krommungsmaßes des 

euUidiscIien Baumes.^) 

1. Die quadratische Differentialform für das 
Bogenelement. 

Wir wollen noch die quadratische DiflTerentialform ffir 
das Bogenelement aufstellen, und zwar in den drei ver- 
schiedenen, schon früher (§ 33) gebrauchten Koordinaten- 
systemen. 

Es seien x und y die rechtwinkligen Koordinaten des | 
Punktes P, x + Ax und y + Ay die von P^. Von Paus 
fallen wir das Lot PQ = q auf PiJP'i, und bezeichnen noch 
P^Q mit 0, QF^ mit ^^ > ^^i n^t As. 

Daun ist, bis auf Größen höherer Ordnung 

und in dem Viereck FF^ QP, das bei F, F^ und Q recht- 
winklig ist, ergibt sich (§ 30, 3) 

shAx = -r^, 
chy 

d.h. 

q = Ax'chy'\' ... 
und 

chAx = thy «cth;?, 
d.h. 

Ax^ 

Es wird also 

Zi=y + Ay — = Ay+... 



^) Beltrami; Saggio di interpretazione della geometria non 
euclidea. Giorn. Mat. VI (1808) p. 285—315. — Vgl. Sammlung 
Schubert XLIV, S. 148 ff. 
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§ 37. Das Bogenelement und die Abbildung usw. 163 
und 

Bei rechtwinkligen Punktkoordinaten bekommt 
man also das Quadrat des Bogenelementes 

(1) ds^=^dx^ch^y + dy^. 

Geht man zu Polarkoordbaten über^ setzt man also 
chr = chicch^ 

so kommt 

(2) ds^=^8h^rd(p^ + dr^, 

und bei Einführung von Grenzkreiskoordinaten endlich, die 
durch die Gleichungen (§ 33, 2, 8. 143) 

6-^ = 6~*chy 

r]=e''Üiy 

gegeben sind, wird 

(3) ds^ = dS^ + e-^^drj^. 

2. Abbildung auf die Pseudosphäre. 

Die Formel (3) dient zum Nachweis, daß die hyper- 
bolische Ebene sich in der Weise auf die Sotationstraktrix 
(Pseudosphäre) abwickeln läßt, daß der Parallelenschar 
7y = constans die Meridiane, den Grenzkreisen | = constans 
aber die Parallelkreise der genannten Fläche des euklidischen 
Raumes entsprechen. 

Stellen wir die Gleichung der Traktrix auf aus der 
Bedingung, daß die Lange der Tangente von Punkt (r, ^) — 
wir betrachten einen Meridianschnitt der Fläche — bis zur 
Asymptote (r = 0) konstant ist, so fuhrt das auf die Differen- 
tialgleichung: 



•m^ö'H^' 



Die Länge der Tangente ist dabei gleich Eins angenommen. 
Die Gleichung wird erfüUt, wenn man setzt 
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Das Bogenelement der Flache 



ist also gegeben durch 

ds^ = dr« + r^d(p^ + dz^ = d^^ + c-«^^^?^ 
und hieraus folgt die Richtigkeit der Behauptung. 

3. Die anderen Typen von Rotationsflächen 
konstanten negativen Krümmungsmaßes. 
Setzt man 

r = a'chM, 0=Nl—a^8h^udu, 

so wird 

^52 = du^ + a^ ch^ud(p^ , 
und die Substitution 

bildet diese Rotationsfläche ab auf die hyperbolische Ebene. 
Den Meridianen (9? = konst.) entsprechen Gerade mit ge- 
meinsamem Lot^ den Parallelkreisen Abstandslinien. Der 
Minimalwert von r ist a (für m=0), und die Fläche hat 
die Form von aufeinandergesetzten Serviettenringen. Sie 
macht die Divergenz der Geraden mit gemeinsamem Lot 
anschaulich; das gemeinsame Lot erscheint eben als Kehl- 
kreis r==a. 
Setzt man 

r=a shtt , = /y 1 — «^ ch^w du , 


so wird 

rfs2 = dti^ + (a d(pY sh2 w . 

Die Gleichungen 

geben die Abbildung auf die hyperbolische Ebene. Die 
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§ 37. Das Bogenelement und die Abbildung usw. 165 

Meridiane werden in ein Geradenbüschel übergehen, die sich 
im Mittelpunkte der konzentrischen Kreise schneiden, welche 
den ParsJlelkreisen entsprechen. 

Die Fläche hat im Punkte w = eine Spitze, einen 
konischen Punkt, imd besteht aus übereinandergesetzten 
spindelförmigen Körpern, die an Doppelkegel erinnern. 

4. Beltramis Begründung der hyperbolischen 
Geometrie. 

Die hyperbolische Ebene ist auf alle Flächen konstanten 
negativen KrümmuDgsmaßes (— 1) abwickelbar. Um das 
nachzuweisen, hätte eine einzige der drei hier gegebenen 
Abbildungen genügt, etwa die auf die Pseudosphäre; denn 
alle Flächen mit dem Krümmungsmaß — 1 sind aufeinander 
abwickelbar, 1) und zwar jede auf die andere noch in oo» 
verschiedenen Arten. Nun kann man aus der Form des 
Bogenelementes heraus, d. h. aus dem quadratischen Diffe- 
rentialausdruck ds2, die ganze Trigonometrie entwickeln. 
Das gibt eine neue Begründung der hyperbolischen Geo- 
metrie: Mit dem euklidischen ßaum müssen die Flächen 
konstanten negativen Krümmungsmaßes als gegeben, d. h. 
als widerspruchsfreie Gebilde betrachtet werden, also auch 
die hyperbolische Geometrie. 

Ein vollkommenes kongruentes Abbild der hyperbolischen 
Geometrie kann man aber im euklidischen Baum nicht 
geben: Keine Fläche konstanten negativen Krümmungs- 
maßes kann vollkommen auf die hyperbolische Ebene ab- 
gewickelt werden; denn alle diese Flächen haben Sin- 
gularitäten. 2) 

Für die Rotationstraktrix (1) z. B. ist f = eine ßück- 
kehrkante für die erste in (3) genannte Fläche, ebenso der 
Parallelkreis Uq, wo shu^^lia ist, für die dritte der Kreis 
Uq, für den ch Wq == 1 : a ; außerdem hat sie ja für u = einen 
konischen Punkt. — 

Während also im hyperbolischen Raum singularitäten- 
freie auf die euklidische Ebene abwickelbare Flächen — 
die Grenzkugeln — sich vorfinden, ist das Umgekehrte nicht 
der Fall. 



1) Vgl. Sammlung Schubert XLIV, S. 139, Satz 1; femer §28. 
*) Hilbert, Grundlagen der Geometrie, IL Aufl. Leipzig 
1903, Anhang V. 
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Kapitel VI. 

Analytische Geometrie der hyperbolisclien 
Ebene. 

§ 38. Die Weierstraßschen Koordinaten. ^) 

1. Homogene Koordinaten für die Sphärik. 

Es ist bekanntlich für die Geometrie auf der Kugel 
bei verschiedenen Aufgaben angebracht^ nicht die Polar- 
koordinaten d und (p anzuwenden^ sondern einfach die 
rechtwinkhgen x^y^z eines Punktes zu gebrauchen, die 
etwa durch die Gleichung 

miteinander verbimden sind. Die Gleichung eines groBten 
Kreises wird dann einfach linear und homogen 

ax-\-})y-\-cz = Q\ 

die Gleichung eines sphärischen Kegelschnitts hat die homo- 
gene quadratische Form 

usw. In Polarkoordinaten würden dagegen die Gleichungen, 
wie die Substitution 

a? = cosd«cos9:? 



*) Vgl. Killingy Die nichteuklidischen Baumformen in ana- 
lytischer Behandlung (Leipzig 1885) S. 17—19. — Gerard in 
seiner Dissertation und Hausdorff (in der auf S. 104 angeführten 
Arbeit) benutzen auch diese Koordinaten als \ydas vorgeschrie- 
bene analytische Instrument zur Entwicklung der nichteuklidi- 
schen Metrik ohne projektive Einleitung". 
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§ 38. Die Weierstraßsohen Koordinatien. 167 

zeigt, transzendent werden. 

2. Die Weierstraßschen Koordinaten. 

Ähnliche Koordinaten hat Weierstraß für die hyper- 
bolische Geometrie, das imaginäre Gegenbild der sphärischen 
Geometrie eingeführt. 

Es seien PX = y und PF=| die Lote, die vom Punkte 
P ^uf die Achsen des rechtwinkligen Koordinatensystems 
gefällt sind, OP=r die Entfernung des Punktes vom Ko- 
ordinatenanfang q) der Winkel YPX, OX==x, OY=i]. 
Die Weierstraßschen Koordinaten sind dann die Größen 

af = &hS, y' = shy, j?' = chr. 

Welche Relation besteht zwischen diesen drei Größen, 
von denen die eine ja durch die beiden andern bestimmt 
sein muß? 

Nach § 30, 3 ist 

shy = chf«8h^, 
ebenso 

shf = chy-sha; 
und 

ch^ = thf • ctha:. 
Endlich (nach § 30, 2) 

ehr = chic chy = ch f ch?^ . 

In den rechtwinkligen Koordinaten xy drücken sich 
also die Weierstraßschen Koordinaten so aus 

p^ = ehr = chiT • chy 
ic' = shf = chy«shic 
}/= sh^^. 

Sie erfüllen also die quadratische Gleichung 
/2 ^af2_yr2^ Q]^2y eh2^ _ ch^y sh^x — &h^y 
1^ . ^ch^y-Bh^y^l, 

d. h. 

, ik • ' Digitized by VjOOQ IC 



168 Kapitel VI. Analytische Geometrie. 

3. Die Gleichung der Geraden. 

Wir wollen jetzt die Gleichung der Geraden aufstellen 
und zeigen, daß sie, (ganz wie in (1) durch Einfuhrung ge- 
eigneter Koordinaten die Gleichung der größten Kreise auf 
der Kugel) linear und homogen ist. 

Die Gerade durch den Koordinatenanfang, die mit der 
ar- Achse den Winkel (x bildet, hat in rechtwinkligen Ko- 
ordinaten die Gleichung 

tan x=^^ ^ ^^ 
^ shic chysha;' 

In Weierstraßschen Koordinaten wird die Glei- 
chung also 

^ — ic'tanga==0. 

Die Gerade, die auf der o;- Achse im Punkte y=0, 
x = a senkrecht steht, hat die Gleichung 

oder es ist 

jf/iaf = cha • chy : sha • chy = tha , 

d.h. 

j/sha — rr'cha = 0. 

Die Gerade schließlich, die positive ic- Achse und die 
positive y-Achse zu Enden hat, erfüllt die Bedingung 

n{y) + im=^7i-<p, 

wobei (p als spitzer Winkel im Viereck PTOX nach § 30, 3 
gegeben ist durch 

cos99 = thf thy. 

Es ist also 

cos[i7(2^) + /7(f)J = thf th^^--^ — r-= -co89?= — thf thy 

oder 

2 sh f shy - 1 = 2rr'2/' -/^ + 0^2 _|_ y/2 

= (^' + /-/)(^ + ^+i>0 = O. 
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§ 38. Die "Weierstraßschen Koordinaten. 169 

Die Gerade verläuft im ersten Quadranten^ wo oif und xf 
positiv sind — ^ ist immer positiv — , so daß der erste 
der beiden Faktoren, gleich Null gesetzt, die gesuchte Glei- 
chung ergeben muß; der zweite ist von Null verschieden. 

Die Gleichung der Geraden also, die die positive ^r-Achse 
und die positive y-Achse zu Enden hat, muß werden 

Von jeder der drei bestimmten Geraden ist hiermit ge- 
zeigt, daß sie durch eine Gleichimg dargestellt werden kann, 
die in den drei Weierstraßschen Koordinaten linear 
und homogen ist. 

Zeigen wir nun, daß überhaupt jede Gerade 
durch eine Gleichung dieser Art dargestellt wer- 
den kann. 

Durch eine Verschiebung, bei der die a;-Achse in sich 
übergeht, kann jede Gerade in eine der drei folgenden Lagen 
gebracht werden: 

(1) sie geht durch den Koordinatenanfang 

(y cosa — a^'sina = 0), 

(2) sie schneidet die y-Achse senkrecht 

(l/sh6-2/'ch6 = 0), 

(3) sie hat ein Ende mit der positiven ^-Achse, das 
andere mit der positiven y-Achse gemein 

Macht man nun die Verschiebung wieder rückgängig, 
so wird etwa 

x-^ =x-\-a 



also 
und 



yl = shyi = sh^ = 2/' 

Xi = shfi = sha?! • ch^i = shic chy cha + cha? chy cha 
= shf cha + ch^ ch^^ sha 
= a:'cha+p'sha; 



endlich 
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170 Kapitel VI. Analytische Geometrie. 

Pi = chiCjL chy^ = chy(chx cha + shx sha) 

afi, %fx und pi sind also lineare und homogene Fank- 
tionen von ^,y',i/, und daraus folgt, daß jede Gerade, da 
sie aus einer der drei angegebenen Geradenarten erhalten 
werden kann, durch eine lineare und homogene Gleichung 
sich darstellen läßt: 

Man bemerkt übrigens, daß bei der Gleichungsfomi, 
wie wir sie erhalten haben, immer die Gleichung besteht 

4. ümkehrung. 

Wir wollen zeigen, daß auch umgekehrt jede lineare 
homogene Gleichung 

eine Gerade darstellt, sobald a* + /?* — y* > ist (Man 
kann dann durch Multiplikation mit einem gemeinsamen 
Faktor erreichen, daß a^ + /?2 — ^2^1 wird.) 

Ersetzen wir hierin af^yf und ^ durch a;'cha+jp'8ha, 
if und j/cha + ^sha, so konmit, indem man a einen leicht 
zu berechnenden reellen Wert erteilt: 

^^(a cha + y sha) + y' • )8 + p'(a sha + y cha) = . 

Jetzt sind drei Fälle zu unterscheiden. Entweder ist 
|a|>|y| oder |ä| <|y| oder |a|=jy|. Im ersten Fall kann 
durch geeignete Wahl von a die Gleichung auf die Form 

gebracht werden, und stellt eine Gerade durch den Ko- 
ordinatenanfang dar. — 

Im zweiten Fall kommt 

Wir setzen nämlich unter der nicht beschränkenden An- 
nahme, daß y positives Vorzeichen hat: 

— a 



sha = 
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§ B8; Die Weierstraßschen Koordinaten. 171 

y 

dann ist a reell (j8* — 1 = y* — a2>0) und 

/ = gc8ha + yclia= ~^ + , ^ =y/?2-l. 

Die Gleichung wird also 

Jetzt kann man setzen, (je nach dem Vorzeichen von ^8) 
^ = +ch6 
und 



y^2_l = sh6, 

und erkennt daraus, daß die Gleichung eine Gerade dar- 
stellt, die die y- Achse im Punkte y= —h oder y == + 6 
senkrecht schneidet. — 

Ist endlich |al=»|y|, so muß |)8| = 1 sein; setzt man also 

ö« = (sha + cha) =^ H — , 

so erhält man eine Gleichung der Form 

und dies stellt eine Gerade dar, die, in irgend einem der 
vier Quadranten gelegen, je ein Ende mit den Achsen ge- 
mein hat 

Wir haben also das Ergebnis: 

Die Gleichung 

stellt eine reelle Gerade dar, sobald 

ist, man kann dann annehmen, daß diese quadratische Form 
gleich Eins ist. 

5. Die Gleichung der Zyklen. 

Um noch eine Anwendung der Weierstraßschen Ko- 
ordinaten zu geben, wollen wir die Gleichungen einiger 
Zyklen aufstellen. 
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Der Kreis mit dem Radius r j dessen Mittelpunkt im 
Koordinatenanfang liegt^ bat die Gleichung 

char-chy = chr, 

d.h. 

oder 

wobei 

öc2 = th2r<l 

ist. 

Die Abstandslinie^ die von der rr- Achse den Abstand h 
hat^ wird dargestellt durch 

^' = shy = sh6, 

oder 

/2 = sh26(i/2-a/2_y'2)^ 

d. h. 

wobei 

)8*^=-cth26>l 

ist. — 

Die Gleichung des Grenzkreises durch den Koordinaten- 
anfang, dessen Achsen nach dem Punkte ^=0, ic=*+cxj 
konvergieren, ist nach § 32, 3 Anm. 

e* = chy . 

Das gibt 

ch»y- l 
^^~ 2chy ' 

oder 

2shf = sh2y. 

Hieraus erhält man 

2a/ = ^S 
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eine Gleichung, die leicht noch auf die homogene Form ge- 
bracht werden kann 

§ 39. Weitere Berechnungen (Linienkoordinaten; 
Bewegaogen). 

1. Abstand von zwei Punkten. 

um den Abstand ri2 der beiden Punkte Pj {x^ , y^ ; 
^2/il^i) und P2(iC2y2> ^>.V2ji>«) zu berechnen, gehen wir 
zuerst von den rechtwinkligen Koordinaten aus. 

Wir fäll^i von Pj und P2 aus die Lote 'P^'K.^^^y^ 
und P2^=y2 ^"^ <i*^ aj-Achse, femer von Pj das Lot 
^1^ = 9' auf P2^2 ^"^ bezeichnen noch die Strecken V^i^ 
mit z^y QX2 mit 0; dann ist X.^X^=^X2—x^, daher nach 
§ 3t), 3 

chri2 = chgchifi , 

wobei 

und 

also 

.u,_ y i I .■^(„^ „j.^,,^ [chy,chy,ch(.:,-^,)-shy,shy,] 

y ch2(ir2 — x^Qh^y^ — sh^y^ 

Die Ausdrücke unter den beiden Quadratwurzeln sind 
gleich, daher 

chri2 = chyg ch;r2 • chy^ cYiX^—c^hy^ shiCg • sh^i shiCi — shy2 shy^ 

= jpj -j/i — ä4^i — yWi ' 

Diese Formel drückt in Weierstraßschen Ko- 
ordinaten den Abstand zweier Punkte aus. 

2. Die Bewegungen. 

Die Bewegungen können wir geometrisch zusammen- 
setzen aus Drehungen um den Koordinatenanfang, Schie- 
bungen, bei denen die a;- Achse in sich übergeht und Dreh- 



shg = sh(a?2 — x^(^\y 
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imgen um das Ende a; = ooy = 0, cLh. Bewegungen, bd 
denen die Punkte auf Grenzkreisen laufen, deren Achsen 
dieses Binde gemeinsam haben Stellen wir zuerst einmal 
diese drei Transformationen dar, um sodann zu der all- 
gemeinen Formel zu gelangen. 

Die Drehungen um den Koordinatenanfang sind in recht- 
winkligen Koordinaten gegeben durch 

ihxi = tiix • cosa — shy • 



cba;chy 

shy^ = shycosa -f (ihxsina) • chicchy 
oder in Weierstraßschen Koordinaten durch 
yl = /cosa -f afain a , 
Xi^ afco&(x — p^&in(K , 

Die Schiebungen längs der 2;- Achse sind dargestellt durch 
x{ = afcha+p^sha 

^1 = !^ 

jpi = a;'sha +y cha . 

Die Drehungen um das Ende x='\-oo der a;- Achse sind 
dargestellt durch 

^1=^ + 6. 
wobei nach § 33, 2, S. 144. 

e-^ = e-*chy, 
fj = eHhy . 
Hieraus folgt leicht 

Pi—x\==^j[/ — xf 
t/i = !/ + b(j/-x^) 
und 



i>i + ^i = 



Pi—^i p^ — x" 

= P' + xr + b^(j/-xr) + 2by' 
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Die Substitutionsdeterminante ist in den drei Fällen gleich 
£ins; man hat nämlich 



cos oc — sin öt 

sin oc cos <x 

Ol 



1; 



cha sha 

10 
sha cha 



= ch^a — sh2a= 1, 



1 — 



62 
2 


' 'i 




1 


b 


1 b 


=. 


-b 1 


6» 

2 


-+| 




4' 



-1 




1 


1 b 


= 


-ft 1 


-4 




4- 



Hieraus folgt, daß die allgemeinste Bewegung eben- 
falls als lineare homogene Transformation sich darstellen läßt 

Px =- öCsi^: + (x^^y + aggjp, 

wobei die Determinante gleich Eins ist; denn wenn man 
die drei fundamentalen Bewegungen zusammensetzt, wird 
die Determinante der Koeffizienten als Produkt von lauter 
Determinanten vom Werte EXns selbst diesen Wert haben. 
Außerdem aber bestehen sechs weitere Relationen, die daraus 
folgen, daß die Entfernung zweier Punkte F{x ,y,p) und 
P^{o(/ , y^ 9 p^ ungeändert bleibt. 
Es ist also 
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= («31^:' + «32^'+ ÖC33JpO(öC3ia; + Oi^^y + ÖCggi?) 

- (»21^;' + Äi22^+ ÖCi3l/)(öCiia;+ ÖCi2y + »13 jp) 

— (»21 a/ + »22^' + 0^28^0(0^21^ +^22^+ ÖC23 jp) 

^pp' — xaf — y'!/. 
Also bestehen die Gleichungen 

^33 — ^13 "" ^23 ^ 1 ^ 

- all + Ä?i + ä|i = 1 , 

— ^32 "f" ^12 "T ^22 ^^^ ^ 9 

und dazu 

^81 ^82 — ^11 ^12 — ^21 «22 = , 
«32 ^83 ^12 ^18 «22 ^23 ^* ^ > 
«83 «31 ^23 «11 ^28 ^21 "^ ^ • 

Von den neun Koeffizienten sind nur drei unabhängig. — 

Die Auflösung der Gleichungen nach x, y und p wird^), 
wie die Multiplikation der Transformationsgleichungen mit 

«11 f «12 > ^18 ^^^' ergibt: 

a; = «11^1+ «212/1 -«8ii>i, 

y = »laO^i + «222/1 - ^82 JPl f 
P = - »13^1 - »232/1 + «88i>l . 

3. Die Transformation der Linienkoordinaten. ^) 
Jede reelle Gerade kann (§ 38, 4) in der Form dar- 
gestellt werden 

ux + vy — wz = 0, 
wobei 

ist. Drei Größen uvw die diese Bedingung erfüllen, 
können daher als Bestimmungsstücke der Geraden, als 



*) Hausdorff, a. a. O. p. 182. Killing, a. a. O. p. 28. 
*) Weierstraßsche Linienkoordinaten führt z. B. Haus- 
dorff a. a. 0. p. 167 ein. 
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Linienkoordinaten verwendet werden. Die Transforma- 
tion der Linienkoordinaten ergibt sich daraus, daß die 
Gleichung bestehen muß . 

Man erhält 

Dabei ist X so gewählt, daß 

ul + vl — wl = l 

ist. 

Die Linienkoordinaten haben aber dieselben Transfor- 
mationsformeln, wie die Punktkoordinaten. 

§ 40. BewegungsiDYarianten und Schnittpnuktsfttee. 

1. Bewegungsinvarianten. 

Sind zwei Größensysteme a^b^c^ und ^2^2^ gegeben, 
die eine der beiden Relationen 

erfüllen, so können sie im ersten Fall als Punktkoordinaten, 
im zweiten als Linienkoordinaten in der hyperbolischen 
Ebene gedeutet werden. 
Die Größe 

ist dann, wie aus § 39, 2 und 3 folgt, eiue Bewegungs- 
invariante; wir wollen ihre Bedeutung in allen Fällen finden. 

Sind ai\ci und a^h^c^ die Koordinaten zweier Punkte, 
so bedeutet nach § 39, 1 die Größe den hyperbolischen 
Kosinus ihre Entfernung. 

Bedeutet a^ fei Cj einen Punkt und a2&2Ö2 eine Gerade, so 
fuhren wir eine Bewegung aus, die bewirkt, daß die Gerade 
mit der ic- Achse zusammenföUt, der Punkt aber auf der 
y- Achse liegt. 

Dann wird 

o^ = , 61 = shy , Ci = chy 

Lieb mann, Nichteuklidische Geometrie. 12 
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178 Kapitel VI. Analytische Geometrie. 

«2=^2 = 0, 62 = 1? 
also ist die Invariante gleich +8hy. 

In diesem Fall gibt also der absolute Betrag der 
Invariante den hyperbolischen Sinus des Abstands von 
Punkt und Gerader an. 

Sind beide Tripel Linienkoordinaten, so unterscheideo 
wir drei Fälle: Die Geraden schneiden sich, haben ein ge- 
meinsames Lot oder sind parallel. 

Im ersten Fall lassen wir die eine Gerade mit der 
a;-Achse zusammenfallen, die andere möge durch den Ko- 
ordinatenanfang gehen und den Winkel (x mit der a;-Achse 
bilden, so daß ihre Gleichung wird (§ 38, 3) 

yco&(x — xsm(x = . 

Die Invariante wird dann 

• + • sina — 1 • coqoc = — cosä , 

gibt also den Kosinus des Winkels der beiden Ge- 
raden an. 

Haben die beiden Geraden ein gemeinsames Lot von 
der Länge a , so kann man ihre Gleichungen auf die Form 
bringen 

— ycha-f psha = 

und die Invariante wird 

«sha — 0-0 + 1 •cha = cha, 

gibt also den hyperbolischen Kosinus der Länge des ge- 
meinsamen Lotes an. 

Die Invariante wird dem absoluten Betrag nach gleich 
Eins, wenn die Geraden parallel sind: durch Grenzüber- 
gang von den beiden vorher betrachteten Fällen aus er- 
kennt man, daß dann entweder a = 0, also cha = l, oder 
Ä = 0, also cosa = l; man kann auch den Wert Eins in 
diesem Fall aus den Linienkoordinaten der beiden Parallelen 

und 

x + y-p==0 (§ 38, 3) 
ablesen. 
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§ 40. Bewegungsinvarianten und Schnittpunktsätze. 179 

2. Die allgemeinen Gleichungen der Zyklen. 
Mit Hilfe der Bewegungsinvarianten kann man jetzt 

leicht die Gleichungen der Zyklen aufstellen. Die Gleichung 
eines Elreises, der den Eadius r hat und den Mittelpunkt 
^o&oPof wird 

(xXq +yyo—PPoy = ch^r = ch^r(j>^ — x^—y^). 

Die Gleichung einer Abstandslinie, mit der Mittellinie 
üoVqWq und dem Abstand a wird 

(UqX + VqP — WQpy =x 8h2a(p2 — x^ — y^) . 

Setzt man in der Kreisgleichung ^o = 

a;o = sh(ao + r) 

i)o = ch(ao + r) 

und läßt bei festgehaltenem a^ die Größe r über alle Grenzen 
wachsen, so kommt 

e^^ix — pY^^p^ — x^ — y^). 

Führt man nun noch eine Drehung aus, so kommt als 
allgemeine Gleichung des Grenzkreises 

{xUq + yvo —pWoY = (i?2 — x^ — y2) . 

Darin ist 

Uo + vl — t4 = 0, 

und das Lot, das vom Koordinatenanfang auf den Grenz- 
kreis gefällt ist, hat die Gleichung 

xVo — yuo = 0, 

Seine Lange ist l, wobei e^ = WQ ist. 

3. Transversalensätze. (Vgl. § 21.) 

Die früher geometrisch abgeleiteten Sätze lassen sich 
jetzt leicht analytisch bestätigen. 
Es seien 

uix + Viy — WiP'^O i=l, 2, 3 

die Gleichungen der drei Dreieckseiten ig^g^g^)* 

Die Linienkoordinaten einer Geraden, die durch Eck- 
punkt (g^g^) des Dreiecks geht, also auch die der Höhe, 
sind den Größen 
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180 Kapitel VL Analytische Geometrie. 

M2 + AW3, v^+Xv^, w^ + Xw^ 

proportional, wobei X daraus zu bestimmen ist, daß die 
Höhe auf g^ senkrecht steht, d. h. daß (nach 1) 

M^ + Xu^) + Vi{v^+Xvs) — w^iw^ + Xw^) = . 

Hieraus folgt 

Die Gleichung der Hohe kann also in der Form ge- 
schrieben werden 

«il Wg + ^1^2 "" '^1 ^2 % Wg + ^1^3 — % ^3 ' 

Setzt man zur Abkürzung 

Pij = UiUj + ViVj — WiWj , 

so werden die Gleichungen der drei Höhen sein 



(A3) 



•^3 -M2 == -^2 -^31 
^1 -^23 = ^3 -^12 
^2^31 =^1^3 



Zwei dieser Gleichungen haben die dritte zur Folge, 
so daß alle drei durch dasselbe Wertsystem x^y ^p erfüllt 
werden. Nun sind drei Fälle möglich: Entweder ist 
p^>x^ + y^ , und man kann dann, da ja jp , o; und y nur bis 
auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt wird, p^ = x^-\-y^ -\-\ 
setzen ; oder es ist p'^ <x^ + y ^ ^ und dann kann p^^x'^-\-y^ — \ 
setzen, oder endlich, es ist p^ = x'^'\-y^ . 

Durch Vergleich mit (1) erkennt man, daß im ersten 
Fall die drei Höhen sich in einem Punkt treffen, im zweiten 
Fall ein gemeinsames Lot haben (x, y, p werden Linien- 
koordinaten und ux+py'-wp = bedeutet eine auf uvw 
senkrechte Gerade) im dritten Fall aber parallel sind (deun 
p2 _ /p2 _ y2 igt eine Livariante, die, wie aus dem letzten Bei- 
spiel in (1) hervorgeht, iiir zwei Parallele gleich Null ist). 

Hiermit ist also (vgl. § 21, 4) bewiesen: 

Die drei Höhen eines Dreiecks treffen sich in 
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einem reellen^ idealen oder unendlich fernen Schnitt* 
punkt. 

Übrigens brauchen dabei die Ecken selbst nicht reelle 
Punkte zu sein, es können sich z. B. „Enden" unter ihnen 
befinden. ^) 

4. Das Linieneleraent. 

Wir wollen zum Schluß noch sehen, wie sich das 
Linienelement in den neuen Koordinaten ausdrückt 
In rechtwinkligen Koordinaten war (§ 37, 1) 

ds^^dy^ + dx^ch^y. 

Setzen ynr nun (§ 38, 2) 

af = &]ixchy, ^ = shy, p' = chxchy, 

so wird 

daf = dx • cho; chy + dy shic shy 

dyr= dychy, 

dj/ = da? shic chy + dy ch^r shy , 

also wird 

dsf^ + d\P — d^^ = dx^ ch2y + dy^ = ds'^ . 

Die quadratische Form für das Linienelement 
wird einfach 2) 

Ebenso kann man den Winkel zweier Geraden die 
sich schneiden, aber sehr nahe benachbart sind und das 
gemeinsame Lot berechnen aus der Bewegungsinvariante 
(§ 40, 1). , 

Für den Wmkel dq) bekommt man die Gleichung 



^) G^rard hat a. a. 0. S. 66 noch allgemeinere Schnitt- 
punktsätze bewiesen. Es gilt z. B. der Lehrsatz des Menelaos 
über die Schnittpunkte einer Geraden mit den Seiten eines Drei- 
ecks, wenn man nur an Stelle der Strecken ihre hyperbolischen 
Sinus setzt. 

') Killing benutzt diese Form des Linienelements und 
überhaupt die We i er stra fischen Koordinaten in seiner Arbeit: 
Die Mechanik in den nichteuklidischen Kaumformen, Journal f. 
Math. Bd. 98 (1885), S. 1—48. 
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und far deo AbstaDd dl 

dP = dw'^ — du^ — dv^ . 

§ 41. Die Kegelschnitte. ^) 

1. Verschiedene Definitionen der Kegelschnitte. 

Analytisch kann man die Kegelschnitte definieren als 
Ort von Punkten, für welche die Weierstraßschen Ko- 
ordinaten eine homogene Gleichung zweiten Grades erfüllen. 

Es sind aber auch, wie in der euklidischen Geometrie, 
verschiedene rein geometrische Ableitungen möglich: Man 
schneidet einen Rotationskegel durch verschiedene Ebenen, 
die zu den Mantellinien bestimmte Lagen haben. Zu den 
Kegeln mit reeller Spitze kommen noch Kegel mit unend- 
lich femer und mit idealer Spitze; außerdem genügen die 
Rotationskegel nicht, um alle Kegelschnitte zu erhalten. 
Man muß noch andere ausgeartete Kegelformen hinzuziehen, 
um die Vollständigkeit zu wahren. 2) 

Die größere Mannigfaltigkeit der Kegelformen und die 
der gegenseitigen Lage von Gerade und Ebene, das sind 
zwei Gründe, die bewirken, daß uns in der hyperbolischen 
Geometrie ein viel größerer Formenreichtum von Kegel- 
schnitten begegnet. 

Dazu kommt noch ein dritter Umstand, der besondere 
Aufmerksamkeit erfordert. 

Schon bei der sphärischen Geometrie zeigt es sich, daß ein 
und derselbe sphärische Kegelschnitt durch verschiedene Brenn- 
punktseigenschaften definiert ist Er hat vier Brennpunkte 
und ist gleichzeitig Ellipse und Hyperbel, d. h. die Summe 



^) Vgl. Killings Werk, Abschnitt I, § 5, (Behandlung der 
Kegelschnitte mit Weierstraßschen Koordinaten) ferner Story, 
On non-euclideanf properties of conics. (Am. Journal f. Math. 
Bd. V, 1882, S. 358— 381), wo die im Vorwort erwähnte projektive 
Darstellungsweise als Ausgangspunkt dient. Aus dieser Arbeit 
sind auch die hier gebrauchten Bezeichnungen für die Kegelschnitte 
entnommen. 

*) Vgl. § 2 der Arbeit des Verfassers: Die Kegelschnitte und 
die Planetenbewegung im nichteuklidischen Raum. (Berichte der 
Math. phys. Klasse der K. S. G. d. W. 1902, S. 393—423. In 
§ 4 — 6 wird daselbst die hier wiedergegebene Polardarstellung 
der Kegelschnitte entwickelt. (Vgl. a. Killing, a. a. 0. S. 39.) 
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§ 41. Die Kegelschnitte. 183 

des sphärischen Abstands eines Punktes der Kurve von ge- 
wissen Brennpunktpaaren ist konstant; für andere Brenn- 
punktpaare tritt die Differenz an Stelle der Summe. ^) — Ahn- 
licher Vielseitigkeit begegnen wir auch in der hyperbolischen 
Geometrie. 

2. Die Polareigenschaft. 

Wir wollen hier zum Ausgangspunkt die Polareigen- 
schaft nehmen: Der Kegelschnitt ist der Ort von 
Punkten, die von einem festen Punkt und einem 
festen Zykl gleichen Abstand haben. 

Hierbei ist noch zu bemerken, daß an Stelle des Punktes 
eine Gerade treten kann. Für den Fall, daß der Punkt 
unendlich fem ist, hat man statt seiner einen Grenzkreis 
zu nehmen, dessen Achsen durch den unendlich fernen Punkt 
gehen. 

In der euklidischen Geometrie gelangt man durch die 
entsprechende Definition zu den Polargleichungen der Kegel- 
schnitte, die für die Untersuchung der Anziehung eines beweg- 
lichen Punktes durch ein festes Zentrum nach dem New- 
ton sehen Gesetz besonders geeignet ist. Eben dieser Grund 
ist es auch, der uns hier gerade zu dieser Definition veran- 
laßt. ^(Vgl. Kap. Vin, § 51 u. 52.) 

übrigens wird uns ein und derselbe Kegelschnitt mehr- 
fach begegnen, wie schon in (1) erwähnt. 

Wir unterscheiden drei Gruppen, je nachdem der Pol 
ein reeller, idealer oder unendlich ferner Punkt ist, und bei 
jeder Gruppe ist wieder nach der Art des Zykls einzuteilen. 
Die zweckmäßigsten Koordinaten sind in den drei Fällen: 
Polarkoordinaten , rechtwinklige und endlich Grenzkreis- 
koordinaten. Der Vollständigkeit halber ist schließlich auch 
noch die Gleichung in Weierstraßschen Koordinaten auf- 
zustellen (§ 42, 3.) 

3. Kegelschnitte mit mindestens einem reellen 
Brennpunkt. 

Wir beginnen also mit dem Fall, wo der Pol ein reeller 
Punkt ist, der dann zum Koordinatenanfang eines Systems 
von Polarkoordinaten gewählt wird. 



') S. S. IX, S. 100. 
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184 Kapitel VI. Analytische Geometrie. 

I. Kegelschnitte mit zwei reellen Brennpunkten. 

Soll der Punkt T{x , y) gleich weit entfernt sein vom 
Koordinatenanfang und von einem Kreis, dessen Mittel- 
punkt die Koordinaten x = 2fy y.= 0, den Halbmesser 2a 
hat, so ist die Summe oder die Differenz der Abstände r 
und r^ des Pmiktes P vom Koordinatenanfang und vom 
Mittelpunkt des Kreises gleich 2a, d. h. man kommt auf 
Ellipse und Hyperbel; wir wollen aber die hier erhal- 
tene Hyperbel als Hyperbel mit äußerem Mittelpunkt 
(m. ä. M.) bezeichnen, weil sie dem Mittelpankt die konvex 
gekrümmten Seiten zuwendet, im Gegensatz zu der in 
§ 42, 1, n zu besprechenden Hyperbel. 

Für die Ellipse bekommt man die Polargleichung aus 
den Beziehungen 

chri = chy • ch(^ — 2/) . 

Hierin ist ri=2a — r und /<a, außerdem charchy 
= chr; chysha? = shrcos9!?, so daß die Polargleichung wird 

ch2a — ch2/" ,^„. 

Für den abgewendeten Ast der Hyperbel m. ä. M., 
den Ast also, der dem Koordinatenanfangspunkt die kon- 
vexe Seite zuwendet, hat man zu setzen: 

ri=.2a — r 
und bekommt 

ch2/'-ch2a 
sh2/'cos99 — sh2a 
[Hyperbel m. ä. M.; abgewendeter Ast (f>a). 

Für den zugewendeten Ast hat man zu setzen 
ri = 2a + r, 
und erhält 

_ ch2/'— ch2a 
8h2a+sh2/'cos9? 
(Hyperbel m. ä. M.; zugewendeter Ast) (/*>»). — 

Geht man zu dem Fall über, wo alle Größen so 
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§ 41. Die Kegelschnitte. 185 

klein sind, daß man nur die Glieder niedrigster Ordnung 
zu berücksichtigen hat, so gelangt man zu den bekannten 
Formeln der euklidischen Geometrie 

a^ — P 
r== .' y (Ellipse) 



f = — ^ 

/"cos (p — a^ 

p — a^ 



r = 



(Hyperbel). 



II. Der zweite Brennpunkt ist ideal (Semihyperbel). 

Wenn der Zykl eine Abstandslinie sei, so wollen 
wir deren Mittellinie als Fokalgerade ^) bezeichnen; sie 
vertritt die Stelle des zweiten Brennpunkts. 

Der Kegelschnitt ist dann Ort eines Punktes, für den 
die Differenz der Abstände von einem gegebenen Punkt 
und einer gegebenen Geraden konstant ist. 

Der Abstand z eines Punktes Xyy von der Geraden 
x = 2f ist^ wie aus § 38, 3 folgt, gegeben durch 

sh^=ysh2/"-^ch2/* 

= ehr sh 2f— shr 8in99 ch2/'. 
Nun soll sein 

Das gibt 
shr ch2 a + ehr sh2a = ehr sh2/*— shr sin99ch2/* 
oder 



*) Story braucht das Wort „Fokalgerade" in anderem Sinne. 
Die Story sehe Fokalgerade hat metrische Eigenschaften, die denen 
der Brennpunkte dualistisch gegenüberstehen. Dem Satz z. B., 
der auch in der nichteuklidischen Geometrie besteht, daß die 
scheinbare Größe des Abschnitts einer beweglichen Tangente 
zwischen zwei festen Tangenten, -von einem Brennpunkt aus ge- 
sehen konstant ist, entspricht der Satz: Verbindet man einen 
beweglichen Punkt des Kegelschnitts mit zwei festen, so schnei- 
den diese Verbindungslinien aus jeder Story sehen Fokalgeraden 
einen konstanten Abschnitt heraus (a. a. O. S. 369). 
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186 Kapitel VI. Analytische Geometrie. 

'^' = chta%7lfoos<p (Se-%Pe>^bel). 

Sind die Strecken sehr klein, so nähert sich die For- 
mel der Parabelgleichung der euklidischen Geometrie. 

r = — -^ [c = 2(/-a)J. 

I + COS9!? *■ ^ 

in. Kegelschnitt mit einem Fokalende (elh'ptische und 
hyperbolische Parabel). 

Lassen wir die Abstandslinie, die zur Definition der 
Semihyperbel benutzt wurde, in einen Grenzkreis übergehen, 
so erhalten wir die elliptische Parabel, die zugleich auch 
ein Grenzfall der Ellipse ist. 

Wir setzen also 

f—a^d 

f+a==s 

und lassen, während d seinen Wert nicht ändert, s unbe- 
grenzt wachsen. 
Es kommt 

od — p-d 



thr = 



e-^ + e^co&q)* 



(Beim Übergang für sehr kleine Werte von r und d 
kommt wieder die euklidische Parabel 

2d \ 



1 + COS99 . 



Aus dem zugewendeten Ast der Hyperbel erhält man, 
wenn man den Kreis in einen Grenzkreis übergehen lä£t 



-d" 



e^co8q) + e 

Die Kurve und das Ende y = , x = oo liegen auf ver- 
schiedenen Seiten der Scheiteltangente, wir nennen diese 
Kurve daher hyperbolische Parabel mit äußerem 
Ende (m. ä. E.). (Weil der Abstand des Fußpunkts des 
von einem Punkt der Kurve auf die ^r- Achse gefällten 
Lotes, eine Länge deren hyperbolische Tangente gleich 
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§ 42. Die Kegelschnitte. (Fortsetzung.) 187 

thrcoscp ist, für 99 = sein positives Maximum ihd er- 
reicht, liegt die Kurve auf der linken Seite der Scheitel- 
tangente.) 

§ 42. Die Kegelscbnitte. (Fortsetzung.) 

1. Kegelschnitt mit Fokalgerader. 

Wir gehen jetzt über zu den Kegelschnitten, die Orte 
von Punkten sind, die von einer Geraden (der Fokalgeraden) 
und einem Zykl gleichen Abstand haben. 

I. Der Zykl ist ein Kreis (Semihyperbel). 

Der Punkt P soll vom Kreis mit dem Mittelpunkt 
^ = 0, y = f und dem Radius a die gleiche Entfernung 
haben, wie von der ^r-Achse. Das führt auf die Gleichung 

ch(y + a) = ch;r chy ch/ — shy sh/* 

oder 

, chajch/*— cha 

^^y- 8h/-+sha • 

Die Kurve ist ihrer Definition nach identisch mit der 
in § 41, 3, II konstruierten und gibt beim Grenzübergang 
natürlich auch wieder die euklidische Parabel, und zwar in 
der Form 

II. Der Zykl ist eine Abstandslinie. (Hyperbel mit 
innerem Mittelpunkt.) 

Wir wollen zuerst den Fall behandeln, wo der Punkt 
P die Eigenschafl hat, daß die DiflTerenz der Abstände von 
der Geraden «/ = und der Geraden, die die «/-Achse im 
Punkt y=^2f schneidet, konstant ist, gleich 2a. 

Es kommt die Gleichung 

sh(y — 2a) = cha? chy sh 2/* — sh y ch 2f 
oder 

. ch;rsh2/ + sh2a , ^ ^ 
'^y= ch2/ + ch2a ^«>^- 
Zu der Kurve gehört noch ein zweiter Ast; und der 
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Pimkt x = Qyy^f ist Mittelpunkt. Die Äste sind beide 
unbegrenzt, denn y wird unendlich (th^ gleich Eins) für 
einen bestimmten reellen Wert von x. Die Aste wenden 
dem Mittelpunkt die konkave Seite zu. Denn die im Schnitt- 
punkt des Astes mit der y-Achse berührende Scheiteltan- 
gente hat die Gleichung 

thy^ = chic th(a + /) 

und es ist 

thyi— thy 

= ch;rth(a + /*)-|[th(a + /).(cha? + l)-th(a~/).(cha:— 1)] 

= |[th(a+/)(cha;-l) + th(a-~/)(chiP-l)]>0, 

also 

yi>yy 

d. h. die Scheiteltangente berührt von außen. — Beim 
Grenzübergang bekommt man einfach die Gerade 

Soll aber die Differenz der Abstände von zwei sich 
schneidenden Geraden, nämlich der a:-Achse und der Ge- 
raden 

sha? chy sin (x — shy cos öt = 

die mit der positiven a?- Achse den Winkel (k einschließt, 
konstant sein, etwa gleich a, so kommt 

sh(y — a) = Q\ix ch«/ sinöt = shy cos(X , 

oder 

shic« sinöt-fsha 



\ky = - 



cha + co8<x 



und auch diese Kurve, die wieder mit der soeben bespro- 
chenen Hyberbel m. i. M. identisch ist, geht einfach in 
eine Gerade über, wenn alle Strecken sehr klein angenom- 
men werden: 

xmi(K-\-a 

y z= — . 

^ 1-fCOSÄ 

Ist endlich die Mittellinie der Abstandslinie zur ge- 
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gebenen Fokalgeraden parallel^ so erhalten wir die hyper- 
bolische Parabel. 

Die Gleichang hat^ wenn wir die Mittellinie so legen^ 
daß sie ein fjide mit der positiven o^-Achse^ das andere 
mit der positiven jer-Achse gemein hat, die Form 

sh(y + a) = cha: chy — ohy sha? — shy = c"* chy + shy 

d. h. 

. e-* — sha 

Die Kurve wendet dem gemeinsamen Ende von Fokal- 
linie und Mittellinie übrigens die Hohlseite zu, wie daraus 
hervorgeht, daß sich asymptotisch der Abstandslinie nähert: 

Wir wollen sie deshalb die hyperbolische Parabel mit 
innerem Ende nennen. 

(Eigentlich sind hier noch zwei Fälle zu unterscheiden, 
je nachdem a>0 oder a<0; im ersten Fall besteht die 
Kurve aus einem Zug und schneidet die y- Achse, im zweiten 
aus zwei getrennten Zügen und schneidet die y- Achse nicht) 

III. Der Zykl ist ein Grenzkreis, 

Setzen wir in der unter (II) an erster Stelle abgelei- 
teten Gleichung a-|-/'=s, a^f=d und sodann d = cx), so 
kommt 

thy = |[(ch;r + Dths — (ch:r — 1)] 

oder 

^, e** — cha; 

Diese Gleichung stellt wieder die hyperbolische 
Parabel mit innerem Ende dar, die Gleichung der 
Scheiteltangente ist 

ihyi =chxth8 

und es wird 

thyi— thy = |(cha; — l)(l+thß)>0, 

woraus eben folgt, daß die Scheiteltangente oberhalb der 
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Kurve verläuft^ die daher gegen das Ende x = , y = — oc 
konkav ist 

Stellen wir endlich noch die Gleichung der Kurve auf, 
die von der n^Achse und dem sie senkrecht schneidenden 
Grenzkreis 

e^ = chy 

gleichweit entfernt ist. 

Der Abstand is eines Punktes {x , y) vom Grenzkreis 
ist nach § 33, 2 gegeben durch 

e'^e'ichy. 
Man erhält also die Gleichung 



chy 



oder , 



cf==y2e*— 1. 

Diese Gleichung stellt die semizirkulare Parabel dar. 

2. Kegelschnitte mit Fokalende. 

Gehen wir jetzt zu den Kegelschnitten mit Fokalende 
über, so werden uns dabei die verschiedenen Parabeln in 
neuer Darstellung wieder begegnen. Wir haben sie nur in 
Grenzkreiskoordinaten darzustellen. 

I. Elliptische Parabel und hyperbolische Parabel m. ä. E. 

Soll der Punkt P vom Grenzkreis f = und dem 
Punkt mit den Koordinaten iy = f = a gleich weit ent- 
fernt sein, so kommt 

f = ^. 

Dabei ist 

chjer = chic chy cha — &hx shachy 

X und y sind noch wie in § 39, 2 durch | und t] auszu- 
drücken. 

Das gibt die Gleichung 

chf = ^c-^Ce«^-«» -h ^^e-^ + c«) 

oder 
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§ 42. Die Kegelschnitte. (Fortsetzung.) 191 

^ = c^(e«-l)i(l-6-«^+«)i. 

Dies ist wieder die elliptische Parabel, die übrigens 
konkav ist gegen das Ende f = c». 

Ist a negativ, so ersetzen wir a durch — a, und be- 
kommen 

^ = ee(l-ö-o)i(e-2f-a-.l)i. 

Für ri = Q erreicht f sein Maximum — \a, für andere 
Werte von rj muß f kleiner sein, woraus man sieht, daß 
die Kurve gegen das Ende f = c» konvex ist rj wird un- 
endlich, für f = c», außerdem wird f gleich —oo für zwei 
Werte 

die Enden darstellen, welche vom Ende f = c» verschieden 
sind. Dies unterscheidet die beiden Parabeln wesentlich. 

II. Hyperbolische Parabel mit innerem Ende und semi- 
zirkulare Parabel. 

Soll P von dem Grenzkreis f = und der Geraden 

ch^ • chy sha — ch«/ sha? chöf = 

gleichweit entfernt sein, so führt dies auf die Gleichung 

shf = chy sh(a; — a) , 

oder ausgerechnet 

,y = ef(l + e«)'^(lJ[-e-25-)i. 

Diese Gleichung stellt wieder die hyperbolische Parabel 
m. i. E. dar. Auch diese Kurve ist gegen das Ende f = cx) 
konkav; denn sie schneidet, wie eine einfache Rechnung 
zeigt, den Grenzkreis f = im Punkte 

x = a, shy = ye*^— 1 , 

der auf der rechten Seite der Scheiteltangeute 

chyshfa;—- 2) = 

in der Entfernung is liegt, wo 
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192 Kapitel VI. Analytische Geometrie. 

ist. Sie enthält aber außer dem Ende | = c» noch die bei- 
den Enden 

Die Gleichung der semizirkularen Parabel wird 
shf = 8hy 
oder 

Außer dem Ende f = c» gehört der Kurve noch das 
Ende 9y=— ^, f=— c» an. 

3. Darstellung einiger Kegelschnitte in Weier- 
straßschen Koordinaten. 

Wir wollen schließlich noch die Darstellung einiger 
Kegelschnitte in Weierstraßschen Koordinaten angeben. 

Wir beginnen mit den Kegelschnitten mit Mittelpunkt, 
also der Ellipse und den beiden Hyperbeln. 

Die Ellipse ist der Ort eines Punktes, für den die 
Summe der Entfernungen von (sh/*, 0, ch/) und( — sh/*, 0, 
chf) gleich 2 a ist. Das führt auf die Gleichung 

ch2a = U'V+ y w2 _ f . y |;2 _ 1 . 

dabei ist 

u=pchf'-XBhf, v = pchf+xshf. 

Man bilde die Gleichung 

{c\i2a-u ' vy = {u^ —l){v^ — 1), 

in der sich alle Glieder, die in p und x von höherer als 
der zweiten Ordnung sind, wegheben. 

Benutzt man die trigonometrischen Formeln, die ch2fl 
durch cha oder sha ausdrücken, so kommt 

sh2 a ch^a =p^ oh^fsh^a — x^ sh«/ ch^a 

oder wegen 
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§ 42. Die Kegelschnitte. (Fortsetzung.) 193 

und wenn man b einführt durch die Gleichung 

ch6-ch/ = cha {a>f), 

a;2 . cth^a + y^cth^ft =|)2 . 

Dies ist die Ellipse. 

Man bekommt ebenso für die Hyperbel mit äuße- 
rem Mittelpunkt 

wobei gesetzt ist 

ch6 • cha = ch/'(/'> a) . 

Um die Hyperbel mit innerem Mittelpunkt zu erhalten, 
kann man von verschiedenen Definitionen ausgehen. Man 
kann sie definieren als Ort eines Punktes P{x,y,p) der 
zwischen den beiden Geraden 

shjer =«|? sh/ — y ch/*= 
und 

sh;Sfi =p 8h/'+ y ch.f= 

gelegen ist, und ffir den die Summe ^ + 0^ gleich 2 a ist. 
(Liegt der Punkt außerhalb, so ist z oder 0^ negativ.) Man 
kommt dann auf die Gleichung 

p^^yHh^a + -^, 
^ ^ ^ COS^öC ' 

wobei (X der Winkel ist, der im rechtwinkligen Dreieck mit 
der Hypotenuse / der Kathete a gegenüberliegt, so daß 

sh/ 
sha 

ist. 

Die beiden Zweige sind in diesem Falle zur y- Achse 
symmetrisch gelegen und schneiden die aj-Achse in reellen 
Punkten, die y-Achse nicht. — 

Dieselbe Kurve erhält man auch, wenn man verlangt, 
daß der Punkt P für x=^0 außerhalb liegt, und die Summe 
der Abstände gleich 2 a ist. Es kommt die Gleichung 

Lieb mann, Nichteuklidische Geometrie. IB^ . 
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194 Kapitel VI. Analytische Geometrie. 

Sie stellt in der Tat dieselbe Kurvenart vor, nur haben 
X und y ihre Stelle vertauscht; der Koeffizient von y^ igt 
jetzt größer als Eins, der von x^ kleiner als Eins. 

Endlich kann man sie noch erhalten, wenn man fordert, 
daß für den Punkf P die Summe der Abstände von den 
Geraden 

sh;8? = ycosöc — :rsin^ = 
und 

sh;8?i =ycosöc + ^8inöc = 

konstant ist, gleich 2a. 
Man erhalt 

„sh^a + cos^öt . „ch^a — sin^öt 

^ = ^' ^P^— + ^' ch^a ' 

Auch dies ist wieder dieselbe Kurve: x^ und y^ haben 
positive Koeffizienten, von denen der eine größer, der an- 
dere kleiner als Eins ist Es zeigt sich also, daß in der 
Tat alle in 1, II dieses Paragraphen angegebenen Definitionen 
dieselbe Kurve ergeben. — 

Die Darstellung der Kegelschnitte ohne Mittelpunkt in 
Weier Straß sehen Koordinaten ist weniger einfach; wir 
wollen uns hier mit zwei Beispielen begnügen. 

Als erstes Beispiel nehmen wir die spezielle Semi- 
hyperbel, ^) die von der Geraden 

sh ^ = p sh a + ;r cha = 

und dem Punkt (sha,o,cha) gleichweit entfernt ist 
Setzen vm 

shr =^ cha — a? cha , 

so wird die Gleichung 

shr =p sha + xcha 
oder 



*) Bei Ki Hing (a. a. O. S. 45) heißt diese Kurve: Eigent- 
liche Parabel ; sie verwandelt sich beim Übergang zur euklidischen 
Geometrie in die Parabel y" = 4aa;. 
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§ 42. Die Kegelschnitte. (Fortsetzung.) 195 

— 1 + (|j cha — a; sha)* = (p sha + ^ cha)* , 

woraus leicht folgt 

y2 -f^ash^a + a;' ch^a — 2px sha cha = (p sha + x cha)^ 

oder 

y« = 4jprcshacha. 

Zum Schluß möge die Gleichung der semizirkularen Pa- 
rabel 1) aufgestellt werden. Nach § 33, 2 wird der Abstand 
eines Punktes vom Grenzkreis, den die y-Achse im Koordi- 
natenanfang berührt (so daß seine Achse nach dem Ende 
y == , x^ +00 konvergieren) gegeben durch 

. — L. 

p^x 
Nun soll sein 

2{p — x) 
oder 

y^ = 2{x-y)(p-^x). 
4. Schlußbemerkung. 

Hiermit schließen wir die Theorie der Kegelschnitte 
ab. Die folgende Tabelle gibt eine Übersicht, wo die Glei- 
chungen der betreffenden Kegelschnitte aufgestellt siad. 

Ellipse. (§ 41, 3, I; § 42, 3.) 

Hyperbel mit äußerem Mittelpunkt (§ 41, 3, I, zwei- 
mal; § 42, 3.) 

Hyperbel mit innerem Mittelpunkt. (§ 42, 1, II, zwei- 
mal; § 42, 3.) 

Semihyperbel. (§ 41, 3, H; § 42, 1, I; § 42, 3 ein 
Spezialfall.) 

Elliptische Parabel. (§ 41, 3, HI; § 42, 2, I.) 

Hyperbolische Parabel mit äußerem Ende. (§ 41, 3, III; 
§ 42, 1, H; § 42, 2, I.) 

Hyperbolische Parabel mit innerem Ende. § 42, 1, HI; 
§ 42, 2, n.) 

Semizirkulare Parabel. (§ 42, 1, HI; § 42, 2, H; § 42, 3.) 

') BerOhrungskurve des Unendlichfemen (Killing a. a. 0. 
S. 45). 
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196 Kapitel VL Analytisohe Geometrie. 

Die Theorie läßt sich leicht ausbauen z. B. zeigen, daß 
die Taugent« den Winkel zwischen den Brennstrahlen hal- 
biert (An Stelle der zwei Brennstrahlen treten bei der 
Hyperbel m. L M. die drei Paare von Loten, die auf je 
zwei zugeordnete Fokalgerade gefällt sind). Usw. 

Wir schließen hiermit die analytische Geometrie der 
hyperbolischen Ebene ab. ^) 



^) Die analytische Geometrie des hyperbolischen Raumes be- 
handelt Eilling ausführlich, z. B. auch die konfokalen Gebilde 
zweiten Grades (S. 139—147) usw. 
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Kapitel VII. 
Die sphärisch-elKptische Geometrie. 

§ 43. Die spMriselie Oeometrie. 

1. Die Winkelsumme im Dreieck. 

Neben der Geometrie, die in den fünf vorausgehenden 
Kapiteln behandelt worden ist, und welche dadurch charak* 
terisiert ist, daß die Winkelsumme im geradlinigen Dreieck 
kleiner ist als zwei Rechte (§ 4, 2), haben wir nun auch 
die Geometrie zu betrachten, bei der die Winkelsumme 
größer ist als zwei Rechte. Die andern Axiome sollen 
beibehalten werden, bis auf die Annahme, daß zwei Gerade 
sich nur in einem Punkt treffen, (Vgl. dagegen § 47, 1.) 

Lassen wir diese Annahme fort, dann haben wir in der 
Sphärik, d. h. in der Geometrie, die auf der Kugel herrscht, 
die gesuchte Geometrie. 

Als „Gerade" haben wir dabei die größten Kreise zu 
bezeichnen; die Entfernung zweier Punkte P1P2 auf der 
Kugel ist zu messen durch den Zentriwinkel, den die Radien 
bilden, die den Mittelpunkt der Kugel mit P^ und P^ ver- 
binden. Unter dem Winkel zweier „Geraden" verstehen 
wir den Winkel der Ebenen, die die größten Kreise ent- 
halten. 

Es ist bekannt, daß in der Sphärik alle Kongruenz- 
sätze gelten und daß alle Figuren beweglich sind, femer 
wie man z. B. das Dreieck aus den drei Winkeln kon- 
struieren kann, indem man zur sogenannten Polarfigur über- 
geht:^) Man ordnet jedem Punkt auf der Kugel den 
größten Kreis zu, dessen Achse durch den Punkt geht. — 

^) Eine die Polarfigur nicht benutzende in der Ebene aus- 
zuführende Konstruktion hat Study gegeben. (Abh. der K. S. 
G. d. W. XX, Bd. II, Leipzig, 1893, S. 175.) 



Digitized 



by Google 



198 Kapitel YII Die sphärisoh-elliptischo Geometrie. 

Das einfache Elrgebnis dieser Betrachtung ist: 

Die Geometrie auf der Kugel stellt^ ohne irgend- 
welcher Änderungen der Maßbestimmung zu be- 
dürfen, diejenige Geometrie dar, wo die Winkel- 
summe im Dreieck großer als zwei Rechte ist. 

Hiermit ist also auch das gesamte System der trigo- 
nometrischen Formeln gegeben, die wohlbekannte sphärische 
Trigonometrie; femer die Inhaltsbestimmung (der Iiihalt des 
Dreiecks ist seinem sphärischen Exzesse gleich) usw. 

Bemerkung: An all diesen einfachen Betrachtungen 
ist nur eines merkwürdig, nämlich daß sie erst angestellt 
werden, nachdem man die so sehr viel schwierigere hyper- 
bolische Geometrie entwickelt hatte. ^) — 

Die Sphärik ist übrigens bedeutend einfacher als die 
hyperbolische Geometrie. Wir haben nicht drei verschie- 
dene Fälle der gegenseitigen Lage zweier nicht zusammen- 
fallenden Geraden, sondern nur einen einzigen; wir haben 
nicht drei Arten von Zyklen, sondern wieder nur eine 
einzige; die kleinen Kreise auf der Kugel. Ebenso haben 
wir, statt der großen Mannigfaltigkeit von Kegelschnitten in 
der hjrperbolischen Geometrie, nur eine Art 

2. Die Flächen konstanten positiven Krüm- 
mungsmaßes.') 

Auf die Kugel vom Radius r abwickelbar sind die 
Flächen mit dem Krümmungsmaß 1 : r* . Diese Flächen 
sind also ebenfalls Träger der sphärischen Geometrie, jedoch 
können auftreteude Singularitäten die Beweglichkeit der 
Fläche in sich einschränken. 

Von den Rotationsflächen z. B,, die durch die Glei- 
chungen 

r = kcosu, B = /yi — Ä^sin^wdtt 
(ir = rco89?, y^rsin^?) 
gegeben sind, ist nur die Kugel (4=1) vollkommen frei in 

^) Die erste Darstellung gibt im Auschluß an Riemann 
(Über die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. 
Ges. Werke, 11. Aufl. Leipzig 1892, S. 272—286) Helmholtz in 
demselben Vortrag, dem das auf S. 10 angeführte Zitat entnom- 
men ist. 

«) S. S. XLIV, S. 139. 
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$ 43. Die sphftrisohe Geometrie. 199 

sich beweglich; dagegen ist für ä;<1 der Punkt w=«^jr Sin- 
gular (ein auf der Achse gelegener konischer Punkt) und 
ebenso für Jc>l der Parallelkreis 

. 1 
u = arc sin -7- . 
k 

(Die Meridiankurve hat hier einen Rückkehrpunkt.) 

Ein Flächenhäutchen von demselben konstanten posi- 
tiven Krümmungsmaß wie die Rotationsfläche kann daher 
nur so weit geschoben werden^ daß sein Rand eine singulare 
Stelle eben erreicht, nicht darüber hinaus. — Der Ausdruck 
für das Quadrat des Bogenelements: 

ds^ = dz^ + dr^ + r^d(p^ = du^ + h^ co&^ud(p^ 
zeigt unmittelbar die Abwickelbarkeit auf die Kugel 

a: = co8W«cosv', y = cosw« siny^, z = smu, 
wenn man setzt 

Bemerkung: Mit Ausnahme der Kugel weisen alle 
Flächen konstauten positiven Krümmungsmaßes Singularitäten 
auf^ so daß die Kugel allein im euklidischen Raum eine 
vollkommene Darstellung unserer Geometrie gibt. ^) 

3. Darstellung in der euklidischen Ebene. 

In Kapitel II wurde eine Darstellung der hyperbolischen 
Geometrie mit Hilfe der euklidischen Kreisgeometrie gegeben. 
Genau das entsprechende kann für die sphärische Geometrie 
ausgeführt werden, indem man die Kugel stereographisch auf 
die Ebene abbildet 2) 

Projiziert man die Punkte der Kugel x^-jry^ + ^^='^ 
vom Nordpol (x = y = 0, 0=1) aus in die Aquatorebene 
(;2r = 0), so entsprechen den „Geraden^% d.h. den größten 
Kreisen, die durch die Gleichung 

Ax + By+C0 = O 

gegeben sind, die Kreise 



1) Nachrichten der K. G. d. W. ööttingen, Math. Phys. 
Klasse. 1899, S. 44. 

«) Vgl. Sammlung Schubert. Bd. XLIV, S. 53. 
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200 Kapitel VII. Die sphärisch-elliptische Geometrie. 

Sie stellen ein Diametralbündel dar (§ 7, 2), denn 
sie schneiden den Kreis 

x^ + y^—l = 

in gegenüberliegenden Punkten eines Dorchmessers. 

Was die Maßbeätimmung betrifft^ so erhält man sie durch 
Übertragung von der Kugel. 

Winkel sind also einfach in euklidischem Maße zu 
messen, da die stereographische Projektion konform ist. 

Der sphärische Abstand s zweier Punkte x^y^Zi und 
x^y^h auf der Kugel ist gegeben durch die Formel 

mxy = \^{x^-x^Y + {y^-y^Y + {z^-^^y. 

Geht man zur Ebene über, so ist a;, y und z zu er- 
setzen durch 

^, §, i-|(2^=^« + y« + l), 
so daß sich ergibt 

Hierin ist gesetzt 

fi^ooi+yi, A=-^+yly 

Man kann den Ausdruck noch umformen in 



sin-|-s = l/^ 



±A — ^f^h^+yiy2) 



Hieraus folgt z. B. — was übrigens die stereographische 
Projektion, die ja die kleinen Kreise der Kugel in Kreise 
der Ebene verwandelt, unmittelbar ergibt, — daß die Kreise 
in unserra Bild einfach mit den Kreisen der euklidischen 
Geometrie zusammenfallen. Soll die Entfernung s des Punktes 
^i = ^> yi==& von dem beweglichen Punkt x^y konstant 
sein, so führt dies auf die Gleichung 

(a;2 + y2 + 1) (a2 + 624. I)sin2|5 
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§ 44. Die Geometrie des sphärischen dreidimensionalen Baumes. 201 

= a:2+y2 — a2 — 62__2(aa; + 6y), 

die einen euklidischen Kreis darstellt. 

Für das Bogenelement bekommt man^ indem man x^=Xy 
Vi =y> x^ = x + dxy y2=y + dy setzt 

dx^ + dy^ 



\ds^ 



(^2+^2+1)2 

Die Gesamtlänge der Pseudogeraden, z. B. der eukli- 
dischen Geraden y = (die mit zu den Kreisen des Dia- 
metralbündels gehört) wird 



^h 



+ 00 

(£x 



Als Bewegungen sind alle Kreisverwandtsehaften an- 
zusprechen, bei denen die Kreise des Diametralbündels in- 
einander übergehen. 

§ 44. Die Geometrie des spMrisclien dreidimensionalen 

Raumes« 

1. Darstellung mit Hilfe des vierdimensionalen 
ebenen Raumes. 

Beim Aufbau der Raumgeometrie stehen uns auch wie- 
der verschiedene Mittel zur Verfügung. Wir können uns 
entweder der sogenannten dreidimensionalen Kugel im vier- 
dimensionalen Raum 1) bedienen, d. h. des analytischen Gebildes, 
das durch die Gleichung 

a:f + Ä| + a;§ + ^4=l 
zwischen den vier Veränderlichen x^x^x^x^ definiert ist, und 
sich auch darstellen läßt durch die Gleichungen 

x^ = sinAi 

iCg = ^ösAisinA2 

x^ = cosAi cos^ sinAg 

x^ = cos l^ cos k^ cos A3 . 



*) Über mehrdimensionale Geometrie, vgl. Sammlung Schu- 
bert Bd. XXXV. 
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„Ebenen** unserer Geometrie sind die Gebilde, für welche 
die vier Veränderlichen noch außerdem die lineare Gleichung 

Axy^ + -B^ +Cx^ + Dx^ = 

erfüllen. Diese Gebilde sind einfach euklidische Kugeln. 
Der Schnitt zweier solcher „Ebenen**, also eine „Gerade**, ist 
ein euklidischer Kreis usw. 

,36wegungen** sind lineare Transformationen der Form 

3ifi=^ Xi^x^ + (Xi^x^-\- (Ki^x^ + (Xri^x^ (i = 1 , 2, 3, 4) , 

wobei die Koeffizienten x^ noch gewisse quadratische und 
bilineare Bedingungen zu erfüllen haben, damit 

ist. 

Der Winkel zweier Richtungen den die vom Punkt 
OiCt^o^a^^ ausgehenden Pseudogeraden bilden, welche die 
Geraden 

a? — Ol : a; — Og : a: — Oj : 5; — a^ = Äi : «2 : Äg : «4 
und 

rc — Ol : :r — Oj : :r — «3 : a; ~ «4 =- /81 : ^82 : Ä : ^84 
berühren, ist bestimmt durch 

M+ccl + ocl + ocl.^ßi + ß'. + ßl + ßl' 
der Abstand s zweier Punkte durch die Formel 

sm| s = iiix, - x[)^ + {xt - xiy + (^8 - ^xf^y + (^4 - ^^y . 

Die einfache Rechnung, welche zeigt, daß diese Größen 
bei allen Bewegungen ungeändert bleiben, ist leicht auszu- 
führen. — 

Wir wollen uns mit dieser Andeutung begnügen und 
von weiteren Einzelheiten absehen, weil die geometrische 
Vorstellungskraft hier versagt und durch Analogie mit der 
Kugel im dreidimensionalen Raum nicht vollkommen ersetzt 
werden kann. 

2. Stereographische Projektion auf den drei- 
dimensionalen ebenen Raum. Diametralbündel von 
Kugeln. 
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Ausführlich wollen wir bei dem Bild der Geometrie 
des dreidimensionalen sphärischen Raums verweilen^ das 
wir zuerst durch eine Verallgemeinerung der stereographi- 
schen Projektion gewinnen. Dasselbe Bild läßt sich aber^ 
^wie wir gleich hier hervorheben wollen, ganz unabhängig 
davon entwickeln, ohne jenes analytisch einfache, der An- 
schauung aber nicht zugängliche Hilfsmittel. 

Wir projizieren stereographisch auf den dreidimensio- 
nalen Raum, indem wir die Geraden, die durch den Punkt 

fi=l, ^2-0, ^8 = 0, h-0 

und den Punkt li, Ig^ fs? h ^^ ^^^ Kugel 

des vierdimensionalen Raumes gehen, mit dem dreidimensio- 
nalen ebenen Raum 

zum Schnitt bringen. 

Bezeichnen wir die Koordinaten des Schnittpunkts mit 
(^1 = 0) durch 

f2=-^> ^8=8^^ h=^ 

SO bestehen die Gleichungen 

fiilg— a?:f3— y:f4-^ = l:a::y:^ 
oder 

ii = ^!/, 
und es ist X zu bestimmen aus 



d.h. 



Man hat also 
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204 Kapitel YII. Die sphftrisoh-elliptische Geometrie. 

fi=(^* + y* + ^*-l):-2^, 

Ss^2y:N, 

Dies sind die Formeln der stereographischen 
Abbildung. 

Bilder der Pseudoebenen 

werden die Kugeln 

die die Kugel 

x^ + y^ + e^^l 

sämtlich in größten Kreisen treffen. Diese Kugeln bilden 
also ein Diametralbündel. (Vgl. § 43^ 3.) 

3. Entfernung und Winkel. 

Durch die stereographische Projektion können wir auch 
die Maßbestimmung einführen. Für die Entfernung s zweier 
Punkte Of^i^i^i und x^y^e^ erhalten wir durch eine ähnliche 
Rechnung wie in § 43, 3 die Formel 

sin ^5 



NyN, 



oder 



flini , - i/ *i+*^-2(aia^+yi.yg+gig2) 

and für das Quadrat des Bogenelementes 

* (a;» + y« + Ä;«+l)«' 

Dieselbe Formel kann auch direkt durch stereographische 
Projektion erhalten werden; es ist 
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2dx Arxdr 






N N^ 

2dy iyrdr 



df4 = 



2 dz 4 erdr 



und hieraus folgt 



dS\ + dSl + d?^ + dSi 



4t{dx^ + dy^ + de^) 16rdr{xdx + ydy + 0d0) 
A{dx^ + dy^ + d0^) 



Aus der Formel für den Abstand erkennt man, daß die 
euklidischen Kugeln zugleich als Kugeln in der neuen Maß- 
bestimmung aufzufassen sind. Denn bringt man die Glei- 
chung für sin^s auf rationale Form und nimmt an, daß 5 
sowie x^y^z^ konstant sind, so erhält man die Gleichung 
einer Kugel. Wird der Radius s gleich ^n^ so geht die 
Kugel der sphärischen Geometrie über in 

W + y^ + z^ + l)(a« + 62 + c2 + 1) 
^x^ + y^ + e^ + a^ + l^ + d^ — 2ax — 2hy-2})z 
oder 

i(a;2 + y^ + ^^-l)(a^ + 6^ + c2-l) + 2aa; + 2&y4-2&^=«0 

wodurch (nach 2) wieder die Pseudoebenen dargestellt 
werden. — . 

Wir machen schließlich noch darauf aufmerksam, daß 
die stereographische Abbildung winkeltreu ist, d. h. d,aß 
die Gleichheit besteht 
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206 Kapitel VII. Die sph&risoh-elliptische Fläche. 

__ dxdx + dydy + djsdz 

Es folgt dies leicht aus der soeben abgeleiteten Formel 
für das Bogenelement in Verbindung mit der leicht nach- 
zuprüfenden Formel 

__ A{dx dx + dydy + dz dss) 

§ 45. Die CUffordsehe Fl&clie. ') 

1. Die absolutePolareeinerGeraden. (Spezialfall) 

Auf der Kugel dilt der Satz, daß, wenn man von einem 
Punkt aus die Strecke s^n auf allen durch ihn gehenden 
größten Kreisen abtragt, alle Endpunkte wieder in einen 
einzigen Punkt zusammenfallen, der dem ersten Punkt dia- 
metral gegenüberliegt. 

Ein ähnlicher Satz gilt in der dreidimensionalen sphä- 
rischen Geometrie: Errichtet man auf einer Geraden g die 
Lote und gibt ihnen die Lange \7i, so wird der Ort der 
Endpunkte nicht eine Fläche wie man erwarten könnte^ 
sondern wieder eine Gerade cf , die wir die absolute 
Polare von g nennen wollen, g ist dann auch die absolute 
Polare von /. 

(Gerade sind in unserem Bild Kreise, welche die um 
den Koordinatenanfang mit dem Radius Eins beschriebene 
Kugel in Endpunkten eines Durchmessers treffen.) 

Es sei z. B. g die j?-Achse. Wir tragen auf den Pseudo- 
geraden,, welche diese Achse senkrecht schneiden, und die 
durch die Gleichungen 

r2 + ^2 — l + 2;ijg? = (r2=:a;2+y2) 

gegeben sind — sie liegen sämtlich in Meridianebenen — 
die Strecke \n ab. Die Endpunkte sind nach der Formel 
für den Abstand bestimmt durch 



^) Vgl. Klein, Nichteuklidische Geometrie II. (Autogra- 

Ehiertes Vorlesungsheft, Göttingen 1893) S. 234—238; femer 8.30 
is 40 von Bonnesens Dissertation. 
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§ 45. Die Cliffordsche Fläche. 207 

woraus folgt 

= 0, x^+y^=l. 

Dieser Kreis / gehört mit zu den Pseudogeraden, und 
wir haben hiermit die aufgestellte Behauptung bewiesen. 
Man sieht auch^ daß die ;s^ Achse ihrerseits seine absolute 
Polare ist, denn die Kreise 

schneiden / senkrecht. — 

Bemei^ung: Legt man die Pseudoebenen durch die 
;e;- Achse, so schneiden sie die durch ihre absolute Polare ge- 
legten Pseudoebenen senkrecht. 

2. Verallgemeinerung. 

Die absolute Polare eines beliebigen Diametralkreises 
erhält man leicht, wenn man berücksichtigt, daß jede Pseudo- 
ebene durch g alle Pseudoebenen durch / senkrecht schneidet. 
Unter den Pseudoebenen befindet sich aber immer mindestens 
eine wirkliche Ebene, die durch den Mittelpunkt der Dia- 
metralkugel x^ + y^ + z^—l^^'O geht. Liegt also der eine 
der beiden Diametralkreise in deraJ^Z-Ebene und schneidet die 
Kugel in den Punkten x=+l , so wird der andere in der 
y;8?-Ebene liegen und die Kugel in den Punkten 0=+l 
schneiden, die von jenen den Abstand ^n haben. Die 
Punkte, in denen er die y-Achse trifft, sind dann leicht zu 
finden. 

Der erste Kreis sei z. B. gegeben durch 



x = rco8q)f y=yr2— 1 -frsin^?, z = 0; 

dann muß der zweite die y- Achse in zwei Punkten treffen, 
die von 

die Entfernung +^71 haben. 
Das sind die Punkte 
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Die Gleichung des zweiten Kreises wird also 

— l+rsinw r 

^ = 0, v = , jg= , — cosy;. 

Die Gleichung der Pseudoebenenschar, welche die erste 
Pseudoebene enthält^ ist 

und entsprechend für die zweite 

x^ + y^ + e^ + -rM= — l + 2ux = 0. 
yr2 — 1 

Aus der Gleichungsform dieser beiden Kugelscharen ^) 
folgte daß jede Pseudoebene des einen Bilschels jede des 
andern Büschels senkrecht schneidet. 

Endlich kann man noch ausrechnen^ daß der Abstand 
eines beliebigen Punktes des einen Diametral kreises von 
einem beliebigen Punkt des andern Diametralkreises, der 
durch die Formel 



sinHs= 2r^-l + 2rVr^^^8mq) + ^-\ 

gegeben ist, überall den Wert \n hat. Der vorstehende 
Wert reduziert sich nämlich auf 

sin2|s-:|. 

Jeder Diametralkreis läßt sich allein durch Drehung 
um den Koordinatenanfang in die a;.v-Ebene bringen, so 
daß hiermit die Zuordnung der absoluten Polaren ganz all- 
gemein bewiesen ist. (Dasselbe hätten wir erreichen können, 
indem wir die Formeln für die Pseudobewegung mit Hilfe 
der stereographischen Projektion ableiten, und sodann das 



») Vgl. S. S. IX, S. 137. 
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§ 45. Die GliffoidBohe Fläche. 209 

spezielle Polarenpaar in das allgemeinste durch eine Pseudo- 
bewegung überfuhren.) 

3, Die Cliffordsche Fläche, 

Tragt man auf den Loten, die auf einer Pseudogera- 
den g errichtet sind, die Lange oi ab, so entsteht eine Ko- 
tationsfläche, deren Achse jene Pseudogerade ist Dieselbe 
Fläche wird man aber (nach 2) auch erhalten, wenn man auf 
der absoluten Polaren von g die Lote errichtet und ihnen 
die Länge \7i — (k gibt. Die Fläche hat also im Sinn der 
sphärischen Geometrie zwei Rotationsachsen. 

Wir wollen in dem euklidischen Bild einen speziellen 
Fall darstellen, indem wir als Rotationsachsen die £r-Achse 
und ihre absolute Polare nehmen. 

(Die gemeinsamen Lote haben (nach 1) die Gleichung 

wenn man in den durch die ;si-Achse gelegten Ebenen 
Q^x^-\-y^ setzt.) 

Nun soll in einer solchen Ebene der Abstand des 
Punktes (^, a) vom Punkte (1,0) gleich \n — (K sein. Das 
gibt die Gleichung: 

sinl 1- ■/- • . — ^ 



. (n a\ i/^« + ^2 + l- 
^^°l4-2]==y (,^ + .^ + 



^ + 1)2 

(Für (K=^\n kommt 

(^ — 1)24-^^ = 0, also ^ = 1, ß=-Qy 

fiir Ä = kommt ^ = .) 

In rationaler Form wird die Gleichung: 

{x^ + y^ + z^ + \Y^m^oc^4:{x^ + y^). 

Sie stellt die Ringfläche dar, welche durch Rotation 
des Kreises 

Q^ + SS^ + S-Q-\'l = 

^ — sma 

um die ;8^Achse entsteht. Der Kreis schneidet den Kreis 

^2_|.^2__l=0, 

also die Kugel 

Liebmann, Niehteuklidische Geometrie. ^V^ T 
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210 Kapitel VII. Die sphäriscJti-eiliptisohe Geometrie. 

x^ + tf^ + 0^—l = O 

senkrecht. 

Bemerkung: Wählt man die beiden absoluten Polaren 
allgemein^ so erhält man eine Flächenart^ die aus der Ring- 
fläche mit Hilfe der Transformation durch reziproke. Radien 
abzuleiten ist. 

4. Die Geometrie auf der Cliffordschen Fläche. 

Die Cliffordsche Fläche hat in der sphärischen Raum- 
geometrie eine ähnliche Bedeutung^ wie die Grenzkugel 
§ 27, 4 8. 113 in der hyperbolischen Raumgeometrie; es gilt 
nämlich auf ihr die euklidische Geometrie^ wie wir zeigen 
wollen. 

Wir können die Ringfläche in folgenden Formeln durch 
Parameter darstellen 

X = (coseca + cota • cos'd)co&q) , 
y = (cosecÄ -f- cota • cosd)sin9? , 
z = oot(K «sind 
und hieraus folgt 

dx^ + dy^ + dz^ = . ^ [cos^gcd^» + (1 + cosäcos*)^^^)«] . 

Femer ist 

/ 9 I 9 . . ^X9 4(1 + cos a COS d)* 

8m*Ä 
In unserer Maßbestimmung wird also 

^ , {A^dx^+dy^-^-dz^) sin^acos^ad*« . . « ^ « 
{x^ + y^ + z^ + \y (1 + cosa -008^)2 ^ 

Setzt man nun 

f = y^ sina ^9? = 9? • sina 

sina -cosa 



^-H 



= 2cosa • arctang(tang^atang^d), 



(1 + cosacos^) 
so wird 
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§ 45. Die Cliffordsehe Fläche. 211 

_^ « 

Hiermit ist die kongruente Abbildung auf die 
euklidische Ebene gegeben. 

[Der äußeren positiv gekrümmten Zone der Ringfläche 
(—7i^(p^ + 7i; —^Tt^'&^^Ti) entspricht dabei ein Recht- 
eck, dessen Seiten sind 

2fo = 27rsina 
und 

2f]Q = 4cosöc • ^öc = 2a . cosa , 

Auch die innere Zone der Ringflache erhält man, wenn 
man för die Werte von ^, die dem absoluten Betrage nach 
zwischen ^ji und ji liegen, die frühere Formel ersetzt durch 

17 = 2co8a[^jr — arctang(cot^acot4-d)] (i^<* <^) 

oder 

fj = 2cosa[— ^JT — arctang(cot^ötcot^d)J {—^7i>'&> — n. 

Die Lange der der a;-Achse parallelen Seite des Recht- 
ecks, das die ganze Ringfläche au&immt, wird also schließlich 

2rj^ = 27zcosoc ]. 

5. Die elementare Bewegung. (Drehung um eine 
Gerade, verbunden mit Schiebung längs der absoluten Po- 
laren.) 

Im euklidischen Raum ist jede Bewegung, d. h. Über- 
führung eines Raumgebildes von einer Anfangslage in eine 
Endlage ersetzbar durch Schraubung um eine Achse. Wir 
wollen die entsprechende Untersuchung im sphärischen Raum 
anstellen. Man kann genau wie in der euklidischen Geo- 
metrie zeigen, daß die Überführung des Raumes von einer 
Anfangslage in die Endlage sich durch eine Bewegung er- 
reichen läßt, bei der eine Gerade fest bleibt. — Wir wollen 
genauer nur auf den Fall der Rotation eingehen und fragen 
also: Welche Beschaffenheit hat eine Bewegung, bei der eine 
bestimmte Gerade fest bleibt? 

Errichten wir auf dieser Geraden Lote von der Länge s, 
dann muß die Cliffordsehe Fläche, die von den Endpunkten 
dieser Lote gebildet ist, in sich übergehen. Unter diesen 
Flächen befindet sich auch die absolute Polare (s = ^;i). 
Also: Bleibt eine Gerade fest, dann auch ihre ab- 
solute Polare. 
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212 Kapitel YIL Die sph&risoh-elliptisehe Geometrie. 

Bleibt jeder Punkt einer Geraden fest, z. B. jeder Punkt 
der j8^ Achse, so muß die Transformation die Form haben 
(vgl § 44, 1 und 2) 

^ = ^cosÄ--^sina, 

_^_ A 

N'" N 

2 2 

1 — — = 1 — — 

Die Transformation ist also einerseits eine Drehung um 
die ;?- Achse (die Drehung für sphärische und flb* euklidische 
Maßbestimmong £ällt hier zusammen). Andererseits aber 
bleibt die Entfernung eines Punktes von dem Kreis 

auch ungeändert, und jede durch diesen Elreis gelegte 
Pseudoebene 

x^ + y^ + &^-'l + 2X0 = O 

geht auch in sich über. 

Die Drehung um eine Gerade ist also zugleich 
eine Schiebung längs ihrer absoluten Polaren, 

(Daß die aufgestellte Transformation wirklich eine 
sphärische Bewegung ist, erkennt man ohne auf § 44, 1 
zurückgreifen zu müssen, direkt durch den Nachweis der 
Invarianz des in § 44, 3 gegebenen Ausdrucks für das 
Bogenelement.) 



§ 46. Die Cliffordschen Parallelem^) 

1. Schräge Kreisschnitte der Ringfläche. 
An der Ringfläche 



*) Vgl. Bonnesen, a. a. 0. S. 36. 
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S 46. Die Cliffordsohen Parallelen. 213 

die als bequemster Fall der Cliffordsohen Fläche sich zu 
genauerem SStudium am besten eignet , können wir eine 
wichtige Eigenschaft nachweisen^ die zur Ausdehnung des 
Begriffs „Parallele" auf die Geometrie des sphärischen Rau- 
mes fuhrt. 

Wir wollen zeigen, daß die Fläche au£» Meridian- 
und Parallelkreisen noch eine dritte Schar von Kreisen be- 
sitzt, die sich als Pseudogerade erweisen: Durch jeden 
Punkt der Ringfläche gehen zwei Kreise dieser Schar» und 
sie schneiden alle die £inheitskugel diametral. 

Wir weisen analytisch die Existenz von zwei Kreisen 
der Schar nach; die übrigen gehen aus ihnen durch Rotation 
um die jg?-Achse hervor. 

Der Schnitt der Ringfläche mit der iC;2r-Ebene zerfallt 
in die beiden Kreise 

Sin« 
deren gemeinsame innere Tangenten, die Gleichungen haben 
g^Bin^oc — x^coQ^oc = . 
Sie berühren in den vier Punkten 

ic = +8Mia, j8f=+oosa. 

Die zwei Ebenen, die auf der a;;2f-Ebene längs dieser 
Geraden senkrecht stehen, sind dann Tangentialebenen der 
Fläche. 

Schneiden wir den Kreisring z. B. mit der Ebene 

;8f siuÄ — OJOOSÄ = , 

so kommt als Gleichung der Projektion der Schnittkorve 
auf die ic^-Ebene 

Vsm^Ä / sm^Ä 

oder^ was dasselbe ist 

[x^ + sin^ Ä (y2 — 1)]2 — 4^2 sin^ ä cos'ä = . 
Die Prcgektion zer^t also in die beiden Ellips^i 
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x^ + 8in*a(y* — 1) +2y8ina • cosa = . 

Um die Natur der Kurven selber zu erkennen^ fähren wir 
die Koordinaten ein 



* * ' sma 

und erhalten 

8in*Ä(a:J + yi — l)+2yisina »cosa == 0. 

Die Schnittkurve der Tangentialebene 

iersina — a^cos« = 

mit dem Kreisring zerfällt also in zwei Kreise. 

Aus der Gleichung der Kreise folgt überdies^ daß sie 
Pseudogerade sind^ cl. h. die Kugel in den Endpunkten 
eines Durchmessers schneiden, nämlich in den Punkten 

y = 0, ic=+sin«, jef=+^8^« 

Damit ist die Existenz der dritten Kreisschar nach- 
gewiesen und ihre obengenannten Eigenschaften gezeigt 

2. Deutung dieser Kreise im sphärischen Raum. 

Führen wir jetzt die sphärische Maßbestunmung ein, 
so gelangen wir zu folgendem Ergebnis: Durch jeden 
Punkt außerhalb einer gegebenen Geraden g gibt 
es zwei Gerade ^ und ^s» die mit g lauter gemein- 
same gleich lange Lote besitzen. 

Man kann nämlich durch jeden Punkt außerhalb der 
jßf- Achse eine der Ringflächen a = constans legen, und diese 
Ringfläche hat mit der jer-Achse (in sphärischem Maße ge- 
messen) lauter gemeinsame gleich lange Lote (§ 45, 3), 
und durch jeden Punkt der Fläche gehen (nach 1) zwei auf 
ihr gelegene Kreise, die als Pseudogerade aufzufassen sind. 

Nun haben doch zwei Parallelen g und g[ im euklidi- 
schen Raum die Eigenschaft, lauter gleich lange gemeinsame 
Lote zu besitzen. Das ist also dieselbe Beziehung, wie 
zwischen g einerseits und gfigfi anderseits. 

Aus diesem Grunde nannte Clifford gfi und jft die 
Parallelen zu g. 

Übrigens ist noch ein wesentlicher Unterschied zwischen 
den euklidischen und Clifibrdschen Parallelen zu nennen. 
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g ist zu g[ und gi windschief ^ denn keine der durch 
ff gelegten Pseudoebenen — in unserem Fall keine der 
(wirklichen) Ebenen durch die ;8f-Achse, enthält die Kreise 
pi und gi. 

3. Parallelabstand und Parallelwinkel. 

Es sei q> der Abstand des Punktes P von der Gera- 
den g, y) der Winkel zwischen den beiden Parallelen gri 
und g^ — wir wollen ihn „den zum Lote ä gehörigen Par- 
allelwinkel" nennen (hier brauchen wir also dieselbe ßezeich- 
nungsweise wie in der hyperbolischen Geometrie; eine Ver- 
wechselimg ist nicht zu befürchten) — dann besteht zwischen 
q> un(} y) eine sehr einfache Beziehung. 

Der in sphärischem Maß gemessene Abstand (p eines 
jeden Punktes der Eingfläche von der Achse, z. B. des 
Punktes 

. _ 1~C0SÄ 

ä; = 0, ^-—0, y = — ; 

sma 

vom Punkte 3? = 0, y = 0, z = ist gleich a (nach § 45, 3). 
Aus (1) folgt, daß der Winkel der beiden durch diesen 
Punkt gehenden Cliffordschen Parallelen ist: 

\p^2{\n — (x) = n — 2(p. 

Wir haben also schließlich das Ergebnis: Um durch 
den Punkt P außerhalb von g die Cliffordschen 
Parallelen zu ziehen, fälle man das Lot s von Pauf 
g. Die durch P gehenden Parallelen g^i und g'<i zwg 
liegen in der Ebene, die auf s in P senkrecht steht. 
Sie sind symmetrisch zu der durch s und g ge- 
legten Ebene und bilden mit ihr den Winkel s. 

Ist 5=0, so fallen die Parallelen mit g zusammen^ ist 
s = ^7ty so faUen sie zusammen mit der absoluten Polaren 
gf von g. 

Bemerkung: Alle Sätze dieses Paragraphen sind mit 
Hilfe einer in unserm Bild speziell gewählten Cliffordschen 
Fläche abgeleitet^ sie gelten aber allgemein, da nur solche 
Eigenschaften in Betracht kommen, <Ue bei den sphärischen 
Bewegungen ungeändert bleiben. (Winkel- und Entfemungs- 
Beziehungen.) 
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, § 47. Die elliptische Geometrie. 

1. Eine Lücke in der sphärischen Geometrie. 

Wie schon üi § 43, 1 gleich zu Anfang erwähnt 
wurde, unterscheidet sich die sphärische Geometrie van der 
euklidischen nicht nur durch das Fortfallen des Pafallelen- 
postulatSy sondern auch dadurch, daß zwei Gerade, d. h. 
zwei größte Kreise auf der Kugel sich immer in zwei 
Punkten treffen. 

Eine „Gerade" ist also durch zwei Punkte nicht immer 
eindeutig bestimmt; wenn die Punkte auf der Kugel einan- 
der gegenüberliegen (Nord- und Südpol), dann erhalten wir 
ja alle Meridiane. 

Dasselbe gilt im dreidimensionalen sphärischen Raum. 
So gehen z. B. durch die Punkte 



jef = 0, x = Oy y= — 



alle Pseudogeraden, die aus dem Kreis 

durch Rotation um die ^Achse entstehen. 

Diese Unbequemlichkeit läßt sich vermeiden, wenn 
man dafür die Forderung fallen läßt, daß die Gerade die 
Ebene, die Ebene den Raum in zwei getrennte Grebiete zer- 
legen soll. (Vgl. § 1, Anm. 2.) 

2. Die elliptische Geometrie. 

Klein ^) hat ausgeführt, in welcher Weise es erreicht 
werden kann, daß immer „zwei Punkte" eine „Gerade** 
eindeutig bestimmen. Man erreicht es im zweidimensionalen 
Gebiet, indem man von der Geometrie auf der Kugel zur 
Geometrie im Strahlenbünde] übergeht Man bezeichnet dann 
als „Punkt" ein Paar von zwei gegenüberliegenden Punkten 
auf der Kugel oder auch einen Voll strahl durch den 
Kugelmittelpunkt; als „G^rade^' die Ebenen durch den Kugel- 
mittelpunkt. Dann bestimmen zwei Punkte eindeutig 
eine Gerade. 



*) Math. Annalen IV (Leipzig 1871), S. 604. 
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Wie groß ist die Gesamtläi^e der unbegrenzten Gera- 
d^i? Die Gesamtlänge erhalt man, wenn man einen Punkt 
sich in gerader Linie bewegen läßt, bis er wieder mit sich 
zur Deckung kommt. Das gibt auf der Kugel die Länge 2n . 
Bei der Geometrie im Strahlenbündel aber hat man einen 
Vollstrabi innerhalb einer durch ihn gelegten Ebene nur so 
lange sich drehen zu lassen, bis er wieder mit sich zur 
Deckung kommt (nichts wie in der sphärischen Geometrie^ 
einen im Kugelmittelpunkt beginnenden Halbstrahl), also 
nur um zwei rechte Winkel. Wir sehen hieraus: 

In der elliptischen Geometrie ist die Gesamt- 
länge der unbegrenzten Geraden gleich n. 

3. Flächen von gleichem Zusammenhang wie 
das Vollstrahlbündel. 

Der Zusammenhang des angegebenen zweidimensionalen 
Gebietes hat für die geometrische Vorstellung einige Schwie- 
rigkeit, wir wollen deshalb genauer darauf eingehen. 

Im Strahlenbündel, dem Bild der Ebene der elliptischen 
Geometrie beobachten wir folgendes: Der Vollstrahl, den 
wir uns aus zwei gleich langen Halbstrahlen zusammen- 
gesetzt denken wollen, hat zwei Endpunkte, entsprechend 
dem Umstand, daß jeder Punkt auf einer Fläche einer- 
seits der Innenfläche, andererseits der Außenfläche an- 
gehört. Färben wir nun das eine Ende eines Vollstrahls rot, 
das andere blau, so entstehen nicht zwei Gebiete verschie- 
dener Färbung. Man braucht ja nur den Vollstrahl um 
zwei Rechte zu drehen, so sind die Enden vertauscht; d. h. 
es gibt nicht, wie wir das von geschlossenen Flächen sonst 
gewöhnt sind, eine Unterscheidung zwischen „innen*^ und 
„außen" (oder „oben" und „unten" wie bei einer horizontalen 
euklidischen Ebene). Wir sagen deshalb: die elliptische Ebene 
ist einseitig. 

Schneidet man nun aber längs einer Pseudogeraden auf, 
so kann man die Vollstrahlen nicht mehr durch Drehung 
um zwei Rechte mit sich zur Deckung bringen. Der Schnitt 
hat die elliptische Ebene in ein zweiseitiges Gebiet ver- 
wandelt. Jeder weitere Schnitt, der in sich zurückläuft 
oder von einer Stelle des bereits vorhandenen Schnittes zu 
einer andern, zerteilt die elliptische Ebene. Sie ist, wie 
man sagt, einfach zusammenhängend. 
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Es gibt freilich auch im euklidischen Saum geschlossene 
Flächen^ die genau den Zusammenhang der elliptischen Ebene 
besitzen^ also einseitig und einfach zusammenhängend 
sind. Sie sehen sehr kompliziert aus^ weil sie Selbstdurch- 
dringungslinien besitzen.^) 

Ein (berandetes) einseitiges Flächenstück kann man 
sich leichter herstellen, indem man aus Papier ein langgezo- 
genes Rechteck AB CD ausschneidet, dann CD um die 
Längsachse dreht und C mit Ay D mit B zur Deckung 
bringt. Die entstehende Fläche ist das Möbiussche Blatt, 
von dem die Einseitigkeit leicht nachzuweisen ist, etwa durch 
Färbung. 

4. Rückblick. 

Hiermit schließen wir die elliptische Geometrie ab. Die 
ganze Betrachtung der sphärisch-elliptischen Greometrie wurde 
dadurch erleichtert, daß die zweidimensionale Geometrie 
schon gegeben ist, die dreidimensionale aber leicht aufzu- 
bauen, sei es mit Benutzung de^ vierdimensionalen Raumes^ 
sei es, indem man Diametralbündel von Kugeln als Bild der 
Ebenen betrachtet 



^) Vgl. die Arbeit von W. Boy, Über die curvatura integra 
geschlossener Flächen. Math. Annalen, Bd. 57, S. 151—184. 
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Kapitel VIII. 

Nichteuklidische. Mechanik. ^) 

§ 48. Die Differentialgleichungen fBr die Bewegung 
eines Punktes. 

1. Ausgangspunkt 

Die Gründbegriffe für die Dynamik eines Punktes: 
Masse, Kraft und Geschwindigkeit sind vom Parallelenpostulat 
unabhängig. Auch kann, da im Unendlichkleinen die eukli- 
dische Geometrie gilt, das Kräfteparallelogramm und das 
Parallelogramm der Bewegungen zur Ableitung der dyna- 
mischen Differentialgleichungen benutzt werden. 

Die Lage eines Punktes P, der zur Zeit t die Lage 
(x^y) hat, wird sich also in folgender Weise für den Zeit- 
moment t + dt bestimmen. 

Wir zerlegen, wenn v die Geschwtnd^eit .ist, die 
Strecke vdt in zwei Komponenten nach zwei bestimmten 
Eichtungen, femer die Strecke ^Kdt*, die der Punkt, wenn 
er zur Zeit t keine Anfangsgeschwindi^eit gehabt hätte, in 
Richtung der Kraft K zurückgelegt haben würde, ebenfalls in 
zwei Komponenten nach denselben Richtungen. Dana addieren 
wir die entsprechenden Komponenten und bekonunen als 
Diagonale in dem unendlich kleinen Parallelograinm aus den 
durch Addition gewonnenen Komponenten die in der Zeit 
dt zurückgelegte Strecke der Größe und Richtung nach. 

Diese Betrachtungen sollen jetzt für die hyperbolische 
Geometrie angewendet werden. 



^) Literaturangaben zur Niohteuklidischen Mechanik hat 
P. Stäckel gegeben. (Jahresbericht der D. Mathematikervereini- 
gung 1908, S 469—481.) 
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2. Die dynamischen Differentialgleichungen in 
rechtwinkligen Koordinaten. 

Als Richtungen der Kraftkomponenten nehmen wir die 
Tangente an die durch den Punkt xy gelegte Abstandslinie 
und die Richtung senkrecht dazu. Die Arbeit, die zur Be- 
wegung in Richtung dieser Komponenten notwendig ist, be- 
zeichnen wir mit Ydy (längs :r»constans) und X.dx (längs 
y =^ constans). Da die entsprechenden Wegelemente gleidi 
dy und ahydx sind, so sind die Kraftkomponenten Y 
und X:chy. 

Um nun die Geschwindigkeitskomponoit»! zu bekom- 
men, vermöge deren der Punkt von der Stelle x^y zur 
Stelle x + Ax^y + Ay gelangt^ hat man die Strecke, wdche 
die beiden Ls^en verbindet, auf jene Richtungen zu pro- 
jizieren. 

In erster Annäherung sind, wie man sofort sidit, diese 
Strecken gleich chyAx und Ay. Es wird aber Genau%keit 
bis zur zweiten Ordnung einsdiließlich verlangt 

Um zu dieser Genauigkeit zu gelangen^ müssen wir das 
Viereck betrachten^ das von dem Abszissenstuck Ax, den 
beiden durch seine Endpunkte gehenden Ordinaten und dem 
vom Punkt (x + Axyy + Ay) auf die erste Ordinate gefällten 
Lot begrenzt wird. Die Projektion der die Punkte x,y 
imd x + AXf y + Ay verbindenden Strecke auf die durch 
den Punkt x,y gehende Ordinate ist dann die vierte Seite 
in diesem VierecS^ vermindert um y* 

Die vierte Vierecksseite to ist (§ 30, 3) bestinunt durch 

chAx 

woraus die bis auf Großen zweiter Ordnung richtige Glei- 
chung folgt 

w — y^Ay — ^shyohyAx^, 

Das Zusatzglied, lun welches chyAx zu vermehren ist, 
ist Ay multipliziert mit dem Kosinus des spitzen Winkels 
in dem Viereck mit drei Seiten chyAx, y , Ax) dieser Ko- 
sinus ist gleich shyshJ^r. 

Die gesuchte Strecke ist also bis auf Größen zweiter 
Orduung: 
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chyJx + AxAydn^. 

Gibt der Winkel a die Richtung, v die Gtöße der 
Geschwindigkeit an, so ist demnach 

chy • af + aff/^shy *At = VBinoc , 

f^ — ^&hyohyaf^At^vooaa. 

Wirkt nun noch die E>aft mit den oben angegebenen 
Komponenten, so hat man 

chyaf + aff/shy At= f;sin^ + -r— Aty 

y' — ^shychya;'*J^ = i;co8Ä+ YAt, 
woraus durch Differentiation folgt 

Da nun die lebendige Kraft des Fonktes 
ist, so kann man die Gleichungen auch schreiben 

\dyrl dy 

3. Die Lagrangeschen Differentialgleichungen 
der zweiten Art. 

Führt man jetzt an Stelle von x und y beliebige Punkt- 
koordinaten ein durch die Gleichungen 

x==x{q^,q^) 

so kann man die ersten und zweiten Differentialquotienten 
von X und y nach der Zeit durch die ersten und zweiten 
Differentialquotienten von q^ und q^ nach der Zeit aus- 
drficken, so daß z. B. T eine Funktion wird, die in ^ und 
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^ homogen vom zweiten Grade ist^ wobei die Koefifizienten 
Funktionen von q^ und q^ sind. 

Multipliziert man dann von den beiden Gleichungen, die 

am Ende von (2) stehen, die erste mit ^ — , die zweite mit 

-5-^ und addiert, und ebenso die erste mit -^ — , die zweite 

^& dff ^^* 

mit -^ und addiert, so ergeben sich zwei Gleichungen, die 

man, wie die rechnerische Ausführung zeigt, so schreiben 
kann 

dAdqO ögi"" öffi"^^ffi\ ^V 

Diese Formeln sind die bekannten Lagrangeschen 
Differentialgleichungen der zweiten Art. 

Die auf der rechten Seite der ersten Gleichung stehende 
Gröfie hat folgende dynamische Bedeutung: [Sie ist die 
von der Kraft beim Fortschreiten vom Punkt (q^ , q^) zum 
Punkt (qi + dq^ , q^) geleistete Arbeit, dividiert durch dqi . 
Das Entsprechende ^t für die zweite Gleichung. 

4. Das Integral der lebendigen Kraft 

Wir schicken eine Bemerkung über die Funktion T 
voraus. Da T eine homogene Funktion zweiter Ordnung 
von ^ und ^ ist so wird bekanntlich: 

.ST dT 

und daher 

- dT dT dldT\ dldT\ dT 

«^ ä^ + «» Wii + ^'dt \^0 + **d<M -^-di- 

Nun nehmen wir an, daß ein Potential existiert, 
d. h. daß 

^^- a«/ ^-. ö&- 

Multiplizieren wir jetzt die erste der dTuamischen Diffe- 
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rentialgleichungen mit qi, die zweite mit qi und addieren. 
so kommt rechts 

_dr 

dt 
und links 

^'dt\d^)~^'Wi^^'dt\e^}-^*d^,- 

Setzt man hierin für 

den aus der oben stehenden Gleichung sich ergebenden 
Wert ein 







o^^ v/' 


)T BT 












^dt ^^l 


)qi ^' dqi 


► 






so 


ergibt dies 














dT BT dT 
^dt ^'dqi ^'dqi- 


,eT , 


dT 


dT 
" dt' 






Im ganzen 


kommt also 
dT 
dt 


dV 
dt 








oder 
















T+r= 


constans. 










Diese Gleichung gibt das Integral 


der 


lebend! 


igen 



Kraft; sie sagt aus, daß (im Falle, wo die Kräfte ein 
Potential besitzen) die Summe von lebendiger Kraft und Po- 
tential konstant ist. 

§ 49. Ableitung der Potentiale, die dem Newton sehen 
Potential entsprechen. 

1. Das Newton sehe Potential. 
Das Newton sehe Gesetz unterwirft die Bewegung 
eines Punktes der Bedingung, daß die Kraft nach einem be- 
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stimmten Zentrum hin gerichtet ist, und dem Quadrat der 
Entfernung von diesem Punkt umgekehrt proportional ist 
Bezeichnet man die Entfernung des beweglichen Punktes 
vom Zentrum mit r, so wird das Potential — l:r. 

Bekanntlich kann man dem Potential im Raum eine 
hydrodynamische Deutung geben: Findet im Raum eine 
Flüssigkeitsströmung statt, die nach Richtung und Geschwin- 
digkeit durch die Newtonsche Kraft gegeben ist (die also 
nach dem anziehenden Punkte hin gerichtet ist, und bei der 
die Geschwindigkeit proportional l:r^ ist), so ist diese 
Flüssigkeitsbewegung inkompressibel. Betrachten wir näm- 
lich ein Oberflächenelement, d. h. die Kugel vom Radius r^, 
und legen durch die Berandung die Radien, die dann auf der 
Kugel r^ ein Element df^ =^dfi • f2 : ^ begrenzen, so strömt im 
Zeitelement dt durch df die Flüssigkeitsmenge cdt • rf^i : rf 
ein, durch den aus Radien gebildeten Mantel findet weder 
Zufluß noch Abfluß statt, da ja die Strömung in Richtung 
der Radien vor sich geht, durch das Element df^ findet ein 
Abfluß statt, wobei die abströmende Menge den Wert hat 
,. df^ cdtdfi rl cdtdfi 

Der Zustrom (durch das Element dfi) ist also gleich 
dem Abfluß (durch das Element df^), d. h. wir haben, wie 
behauptet wurde, eine inkompressible Flüssigkeitsbew^ung. 

2. Die drei partiellen Differentialgleichungen 
für das Potential in der hyperbolischen Raumgeo- 
metrie. 

Nun stellen wir das gefundene Resultat üi der hyper- 
bolischen Geometrie als Forderung; 

V soll das Potential sein für eine inkompressible 
Flüssigkeitsbewegung, d. h. die Flüssigkeitsbewegung, bei 
der Strecke ds von einem Teilchen in der Zeit dt-dV: ds 
durchlaufen wird, soll inkompressibel sein. 

Das gibt für V eine partielle Dififerentialgleichung 
zweiter Oidnung, die wir in dreierlei Koordinatensystemen 
aufstellen wollen, nämlich den raumlichen Polarkoordinaten 
(§ 35, 1), den rechtwinkligen Koordinaten (§ 35, 2) und 
den Grenzkugelkoordinaten (§ 35, 3). 

Im ersten Fall betrachten wir ein rechtwinkliges Par- 
allelepipedon, von dem die drei Kanten sind 
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§ 49. Ableitimg der Potentiale usw. 225 

dr^ shrd^, shrcos^rf^?. 

Durch die Seitenfläche sh^rcos^e?^^^? strömt in der 
Zeit dt eine Flüssigkeitsmenge 

s\i^rco^'»d»d(pidt'-^-\ 

ein; durch die gegenüberliegende strömt aus 

sh2rcosi?^^^9?dif-^ + rf^cZi? ^9?^^^ f ch^r cosi?-^ 1 ; 

die DiBerenz ist also 

dt d(p d'& dfr^fsh^r cosi?^— j . 

Ebenso strömt durch die Seitenfläche drshrcosd^dcp ein 

shrcos^drd<pl^dt-^-^j 

und durch die gegenüberliegende Fläche aus 

dtdrdipshr"^^^^ -+dtdrd(pd&^^{cos&-^j, 

so daß die Diflferenz ist 

d l dV\ 

dtdcpdrd&-^\oos<»j^j. 

Durch die Seitenfläche drskrdd' strömt ein 

drd^ shridt . , ^^^. ] = dr d& dt f— ^-) , 
\ shrco8i>099/ \co8&d(p/ 

und durch die gegenüberliegende aus 

drd^dti ^^. -] + drd&dtd(p4-( ^L ], 
so daß sich als Differenz ergibt 



dtd(pdrd&^{-^.\ 
^ o q) \cosP o (p/ 



Soll nun die Strömung inkompressibel sein, so müssen 
diese Differenzen gleich Null werden, d. h. es kommt 
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226 Kapitel Vin. Nichteuklidkche Meduuiik. 

Zerlegen wir ebenso die Bewegung in drei Kompo- 
nenten parallel den Kanten des rechtwinkligen Parallelepi- 
pedon (vgl. § 35^ 2) 

dxohychjSy dyihZy dz, 
so gelangen wir zu der Differentialgleichung 

Endlich haben wir das Parallelepipedon mit den Seiten 
(§ 35, 3) 

dSe-i, dtie-i, dC 
zu betrachten, und kommen zu der Differentialgleichung 

3. Die einfachsten Potentiale. 

Wir bestimmen hieraus die einfachsten Potentiale, näm- 
lich diejenigen, bei welchen die Flüssigkeitsströmung in 
Richtung der Achsen der ^hare stattfindet (d. h. die Kraft 
in jedem Punkt die Richtung der Achse der Kugel r = con- 
stans, resp. der Abstandsfläche g = constans und der Grenz- 
kugel C=constan8 hat). Die Gleichungen 1, 2, 3 sind also 
durch Funktionen zu erfüllen, die von r, resp. von z oder C 
allein abhängen. 

Man gelangt zu den Gleichungen 

und bekommt 

dz 



y,=.cj- 
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(Die additiven Konstanten sind unwesentlich , da sie 
bei der Differentiation zum Zweck der Berechnung der Kraft 
wieder fortfallen.) 

Man beachte^ daß, wenn r, 0, ^ sehr klein angenom- 
men werden, Fj, V^ und F3 in c^zr^ C0, (f^C (+con8tan8) 
übergehen, d. h. in das Newtonsche Potential und das Po- 
tential der Fallbewegung, wo die konstante Kraft der Riditung 
der j8r- Achse (f- Achse) parallel ist. 

Diese di^ei Potentiale entsprechen also dem Newton- 
schen Potential (und seiner Ausartung) im euklidisch^i 
Raum. 

4. Der Fall des sphärischen Baumes. 

Im sphärischen dreidimensionalen Saum wird das 
Quadrat des Bogenelements, wie man mit Hilfe von § 44, 1 
leicht berechnet 

ds^ = dkl + cos^ii dXl + cos^Ai 0082^2 d4 . 

Wir wollen hierin 

setzen. r^(p entsprechen dann den Polarkoordinaten des 
hyperbolischen Raumes. 

Betrachten wir jetzt das rechtwinklige Parallelepipedon 
mit den Kanten 

dr, sinrdii?, rcos'&d(p 

und stellen die der Gleichung (1) in Nr. 2 entsprechende Glei- 
chung auf, so konunt 

^(sm-rcos#-^j + -^(cos#^j + ^^^^- ^j = 0. 

Dem Potential 

— ccthr 
entspricht dann 



J sin*y 



-ccotr. 
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228 Kapitel VIII. Nichteuklidische Mechanik. 

Man beachte^ daß dieses Potential mehrdeutig ist^ denn 
zwei Punkte, die die Entfernung r haben, besitzen zugleich 
auch die Entfernung 27r — r, d. h. 

Fi = Tc'Cotr. 



§ 50. Die Newtonsche Bewegung auf der Kugel. 

1. Die Differentialgleichungen in elliptischen 
Koordinaten. 

Wir wollen auf der Kugel zunächst elliptische Koordi- 
naten einführen, weil mit ihrer Benutzung das Problem sich 
rechnerisch sehr einfach erledigen läßt. ^) 

Die elliptischen Koordinaten eines Punktes ^ , q> auf 
der Kugel 

a; = cosdcos99, y = co8d«sin9?, j8r = sin# 
sind die beiden Wurzeln X und fx der Gleichung 

a;2 ^2 z^ 

+ ^ — ,---,= 



der man auch die Form 

cos^^p sin^^p tang^i? 

feben kann. Die beiden Wurzeln genügen den Ungleich- 
eiten 

-e2<^<0<A<l. 

Jl==constans stellt dann eine sphärische Ellipse dar, 
welche die Punkte 

y=0 x=± 



zu Brennpunkten hat. 

/*=con8tans wird eine sphärische Ellipse, die die 
Punkte 



^) Über sphärische Kegelschnitte vgl. S. S. Bd. IX, S. 99. 
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zu Brennpunkten hat. 

Man erhält & und <p als Funktionen von X und /i aus- 
gedrückt durch die Gleichungen 

' tang'.*- (1-/^)(1-JL 



und bekommt hieraus für das Quadrat des Bogenelementes 

= ^Adk^ + Mdfi^), 
wobei gesetzt ist 

k — /i 



Ä- 



M=- 



fi — k 



Die dynamisdien DifferentialgleichaDgen werden also, 
wenn das Potential gleich F(A, fi) ist 

1_^ 1 dJ,_l ,^ eM öF 

~idt^^ 8 dX S'* ÖA" ÖX' 

2. Einffihrung des Potentials F=— ccotg. 
Jetzt nehmen wir an, daß die Bewegung unter dem 
Einfluß einer nach dem Brennpunkt 

« = 0, x = -- = , e= , , = 

fi + e^ il + e^ 

d.h. 

ip = ^ — arc cot e 

hin anziehenden Kraft stattfindet, deren Potential den Wert 
hat (§ 49, 4) 



Digitized 



by Google 



230 Kapitel YIIL Nie hteuklidiache Mechanik. 

F= —C'COtQ 

wo c eine positive Konstante ist und q den sphärischen 
Abstand von jenem Brennpunkt bedeutet 
Dann wird^ wie die Bechnung zeigt 



«"•^ = (1+^i) 

und 



F= — ccot^= — C :.^ 



wobei gesetzt ist 



Es wird dann 

_ör _--c (1-^)- 

"dl ~2Ti i'iiir^^q:!)' 

3. Die Ellipse als Bahnkurve. 

Jetzt kann man leicht zeigen, daß die Ellipse als Bahn- 
kurve auftritt um dies zu beweisen, genügt der Nachweis, 
daß durch diese Annahme die eine der beiden DifiPerential- 
gleichungen^ etwa die erste^ und außerdem das Integral der 
lebendigen Kraft erfüllt ist 

Die genannte Differentialgleichung nimmt die Form an 

oder 

1 /» -c(l + e»)« 



8 /*(!-/«) {«« + /<) 2ny(l-^)(l+c»)' 
Der auf der linken Seite des Integrals der lebendigen Kraft 

stehende Ausdruck wird hiemach 
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§ 51. Übertragung «uf die hyperbolische Ebene. 231 

also in der Tat konstant^ wie es das Integral der leben- 
digen Kraft fordert. 

Ist jetzt irgend ein Punkt (F) auf der Kugel gegeben, 
den wir als das Attraktionszentrum betrachten und ein be- 
weglicher Punkt P auf der Kugel, dessen augenblickliche 
Lage und Geschwindigkeit (der Größe und Eichtung nach) 
bekannt ist, so kann man, wie die Theorie der sphärischen 
Kegelschnitte zeigt, immer durch P eine sphärische Ellipse 
legen mit dem Brennpunkt F, deren Richtung und Krüm- 
mung in P so bestimmt werden können, daß sie mit dem 
Anfangselement der Bahn übereinstimmen. Da Richtung 
und Krümmung der Bahn in P die ganze Bahnkurve be- 
stimmen, so folgt, daß der Punkt auf dieser Ellipse blei- 
ben muß. 

Wir haben also ein Ergebnis, das eine überraschende 
Anal(^ie mit der euklidischen Ebene besitzt. 

Bewegt sich der Punkt P unter dem Einfluß 
einer Kraft, deren Potential F=--ccot^ ist, (c>0) 
unter q den sphärischen Abstand von einem festen 
Punkt F auf der Kugel verstanden, so beschreibt 
er eine sphärische Ellipse mit dem Brennpunkt -F. 

§ 51. Übertragung auf die hyperbolisclie Ebene. 

1. Allgemeine Übertragung. 

Die Abbildung der Kugel mit dem Radius i = /— 1 
auf die hyperbolische Ebene ist schon öfters (z. B. § 31, 4) 
erwähnt worden. Man kann z. B. (nachdem man zuvor für ^ 
geschrieben hat ^n — 'd) setzen: 

und hat dann zwischen der imaginären Kugel und der hyper- 
bolischen Ebene die Beziehung 
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g = cosii? =cosir = chr^ 

X sinii? sinir , 

— = — 7— coscp = — r— CO89? = shr^ cos9?i 

y sinii? . sintV . , 

4- = — r— sm = <p = — ^ — sina? = shr. sino?, 

und hat damit die Abbildung geleistet. Nun kann man auch 
die dynamischen Differentialgleichungen mit ihren Lösungen 
übertragen. Dem Potential ccotd würde das Potential c'ch^r 
(§ 49, 3) entsprechen, den Kegelschnitten auf der Kugel die 
Kegelschnitte der hyperbolischen Ebene usw. Man kann 
auch die beiden andern Potentiale in (§ 49, 3) heranziehen 
und würde zu dem Resultat gelangen, daß die Bahnkurven 
Kegelschnitte mit einem idealen oder einem unendlich fernen 
Brennpunkt sind. 

Von diesen beiden Fällen sollen hier noch einfache 
Beispiele behandelt werden. (Die elliptische Bewegung s. 
§ 52.) 

2. Bewegung mit dem Potential F=c«thy. 

Als ein Beispiel nehmen wir das Potential F=thy und 
die Anfangsbedingungen 

^0=^0 = 4=l^=l. 

Das Integral der lebendigen Ki^t wird 
und die erste der beiden Differentialgleichungen (§ 48, 2) 

Hieraus folgt mit Berücksichtigung der Anfangswerte 
und durch Einsetzen in das Integral der lebendigen Kraft 
oder 
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^ = chyy2ch2y(l - th«^)- 1 = chye-y = Ul + e-^y) . 
ax 

Das gibt die Kurve (§ 42, 1, III) 



ei'=y2e*— 1, 

also die semizirkulare Parabel, also einen Kegelschnitt, 
dessen Fokalgerade die ;r-Aclise ist, nach der hin die An- 
ziehung wirkt. Das Ergebnis steht in Übereinstimmung mit 
der am Schluß von (1) gemachten Bemerkung. 

3. Bewegung mit dem Potential V=—\e^^. 

Wir führen Grenzkreiskoordinaten f , ri ein, so daß das 
Bogenelement bestinmit ist durch 

und die lebendige Kraft bestimmt ist durch 

Es sei ferner für ^=0 

Dann wird das Integral der lebendigen Kraft 

und außerdem ist 

d 



also 



aiiv'e-')-^, 



dt ^ • 



Führt man nun im Int^al der lebendigen Kraft t) als 
unabhängige Veränderliche an Stelle von t ein, so kommt 



Kdri, 
oder 



-2^ 

dri 
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Diese Gleichung stellt (§ 42, 2, 11 S. 192) wieder die 
semizirkulare Parabel mit dem Fbkalende f=— oodar, 
das zugleich die Krailrichtung angibt. — 

Die beiden Beispiele, die leicht noch durch andere er- 
gänzt werden können, mögen hier genügen. 



§ 52. Die elliptisehe Planetenbewegong und 4ie 
Kepplerseheii Gesetze. 

1. Der Flächensatz. 

Wir betrachten jetzt die Anziehung nach einem festen 
Punkt, dem Koordinatenanfang. 

In Polarkoordinaten nimmt das Integral der lebendigen 
Kraft die Form an 

Kr's + sh V (f/^) - cthr = Ä , 

wenn das Potential die Form hat F= — cthr (Fj in § 49, 3). 
Die eine der beiden DiflTerentialgleiehungen zweiter Ord- 
nung wird 

und wird diese Form immer haben, sobald nur das Poten- 
tial von (p frei ist. 
Also ist 

-^sh^r = constans = c . 
at 

Diese Größe gibt aber, wie aus der Formel für den 
Kreisinhalt § 33, 3 folgt, den Dififerentialquotienten des 
Flächenraumes an, den der Radius vector 2r beschreibt, 
und wir haben den (für die hyperbolische Greometrie modi- 
fizierten) Flächensatz: 

Wird ein beweglicher Punkt P von einem festen 
Punkt A angezogen, so beschreibt sein doppelter 
Radius vector 2 r (r = AP) in gleichen Zeiten gleiche 
Flächenräume. 

2. Die Kepplersche Ellipse. 

Wir wollen den Flächensatz benutzen, um im Integral 
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der lebendigen Kraft 9? an Stelle von t als unabhängige 
Veränderliche einzuführen. 
Es wird dann daraus 

Nun wollen wir setzen 
Ä= --cth2a, 

2 _ 28hia-f)sh(a + f) ( ch2a-ch2A 
8h2a \ sh2a / 

h und c sollen so beschaffen sein, daß diese Substitu- 
tion erlaubt ist und für a einen positiven Wert, für f eine 
Größe, die zwischen und a liegt, ergibt (Ä muß also negativ 
sein, und c^ darf den Wert ctha = — ä + yi + A^ nicht über- 
treffen). 

Dann kann man also das Integral der leb^idigen Kraft 
schreiben 

(drV^ rg ( sh2rch2a — chrshrsh2a\ 

\d^)^ ^\ sh(a-/')sh(a+/') r 

Andrerseits kann man nach § 41, 3, I S. 184 die Gleichung 
der Ellipse so schreiben, (indem man 7t — (p für 9? schreibt) 

^^^^ 28h{a-f)8h{a + f) 
sh2a + sh 2/^0089? * 

Hieraus läßt sich durch Differentiation ableiten: 

(dry__ ,2 / ch2ashV — cbrshrsh2a \ 

[d^J" \^ sh(a-/)sh(a + /) )' 

eine Formel, die mit der vorigen übereinstimmt. 

Es folgt also: Gelten die über k und c gemachten An- 
nahmen (die in der Hauptsache verlangen, daß die Flächen- 
geschwindigkeit nicht zu groß ist im Vergleich zur Linear- 
geschwindigkeit), so beschreibt der Punkt um das Attrak- 
tionszentrum Ä eine Ellipse, von der Ä ein Brennpimkt ist. 

Dieses Gesetz für hyperbolische Bewegung ist also 
identisch mit dem ersten Kepler sehen Gesetz (in der 
euklidischen Geometrie). 
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3. Die Umlaufszeit. 

Auch ffir die ümlaufszeit bekommen wir ein ähnliches 
Gesetz wie das dritte Kepler sehe. 
Es wird 

n 

d(p sh^r 

_2 r d(p {ch2a — ch2fy 2y8h2a 

"~ c J (sh 2a+sh 2fco8(p)^—(ch 2a—ch2f)^^Yoh2ä^ch2f 



.(ch2a-ch2/) j gh 2fcoB<p + sh 2^- ch 2« + ch 2f 



-1/ 



-h 





d<p 



sh 2fco&(p + sh 2a + ch 2a -^ ch 2/" 

ö 

Jedes der beiden Integrale läßt sich nach der Formel 
auswerten 



h 



# — ^ 0,^>,3), 



J p + q coaq? t/^/2 _ q2 



und es kommt schließlich 



rr -./ uo ych2a — ch2/'>28ha .^ ,,,..-§- 
r=:7rysh2a^^ — ' = 2jicha(shap . 

y2(ch2a-ch2/) 

Das ist die Formel für die Umlaufszeit; sie hängt, wie 
im dritten Kepler sehen Gesetz, nur von der großen 
Achse der Ellipse ab und es wird für kleine Werte von a 
das Quadrat der Umlaufszeit der dritten Potenz der großen 
Halbachse proportional. 

§ 53. Die elastische Bewegmig. 

1. Ansatz. 

Im euklidischen Räume nimmt man an, daß die Kraft^ 
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§ 53. Die elastische Bewegung. 237 

die einen Punkt bei elastischer Wirkung in die Ruhelage 
zurücktreibt, der Entfernung aus der Ruhelage proportional 
ist und nach der Ruhelage hin gerichtet ist. Hat der Punkt 
zu Anfang eine seitliche (nicht in Richtung der Kraft 
liegende) Geschwindigkeit, so schwingt er dabei bekannte 
Kch in einer Ellipse. 

Stellt man sich nim umgekehrt die Frage: „Wie muß 
die von einem Punkte Ä aus wirkende Kraft beschaffen 
sein, damit der bewegliche Punkt eine Ellipse um Ä als 
Mittelpunkt beschreibt?" — so gelangt man (mit Benutzung 
des Flächensatzes) wieder zu dem Kraflgesetz. 

Diese Fragestellung wollen wir jetzt auch für die hyper- 
bolische imd die sphärische Geometrie voranstellen, um so 
das Entsprechende zur elastischen Kraft des euklidischen 
Raumes zu finden. 

2. Die elastische Kraft für die sphärische Geo- 
metrie. 

Es seien <p und '& = ^7i — r Länge und Breite auf der 
Kugel, so daß das Quadrat des Bogenelementes gegeben 
ist durch 

Die Gleichung einer sphärischen Ellipse mit dem Mittel- 
punkt r = Ö kann dann auf die Form gebracht werden 

cos^r = (a^ co&^(p + ib^sia^(p)&m^r . 

Die Lagrangeschen Differentialgleichungen sind dann, 
wenn das Potential gleich V(r) ist 

r" — smr cosr 9?' = — y- 

^(sin2r9?0 = 0. 
Aus der zweiten Gleichung folgt 

ein Integral, das dem Flächensatz entspricht. (Es besagt, 
wie das entsprechende Integral § 52, 1, daß die Fläche, die 
der doppelte Radius vector beschreibt, der Zeit propor- 
tional ißt.) 
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Wir entndimtti daraus 

c 
und erteilen dem Integral der lebendigen Kraft die Fcmn 

2LW9>/ »in*r "^ßin^rj"^ 
Hieraus folgt 

[(^)%x] = ?^,-r, 

oder, mit Benutzung der EUipsengleichung und der aus ihr 
durch Differentiation sich eichenden Formel 

dq) _ cosr 

d^ sinry(co8^^ — 6*sin«r y^^sin^r — cos*r 

erhält man endlich 

F=.J.tangV + c", 

wo & und &' zwei neue Konstanten sind (c'>0). 

Die elastische Kraft (JT» — r) im euklidischen 
Baum entspricht also die Kraft 

cosr 



ir= 



sin*r 



im sphärischen Kaum 

Man kann leicht zeigen, daß diese Kraft immer die Be- 
wegung in einer Ellipse bewirkt, deren Mittelpunkt der 
Punkt r»0 ist 

3. Übertragung auf die hyperbolische Ebene. 
Untersuchen wir jetzt noch die Bewegung eines Punktes 
der hyperbolischen Ebene mit dem Potential 

welches dem soeben berechneten entspicht 

Führt man auch hier im Integral der lebendig«! Kraft 



Digitized 



by Google 



§ 53. Die elastische Bewegung. 



mit Hilfe des FlacheDsatzes 

d(p 



dt 



sh2r==(? 



€p an Stelle von t ein^ so kommt 

oder wenn man setzt 

je? = cthr, 
so erhält die Gleichung die Gestalt 



(4)V— ( 



i+-U^-o 



C2/ 



d<pl ' " "^ r ' C^l ' C2 
Diese Gleichung kann man auch schreiben 



(■ 



z^+{z^-a^W-h^), 



WO 



und 



'"-211+ 



^|/(^+.4p¥^ 



62 = 



1 + - 



-]/('+f-^ 
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beide reell sind^ denn das Integral der lebendigen Kraft 
kann so geschrieben werden 

wobei die rechte Seite positiv sein muß. Der in a^ und h^ 
unter der Quadratwurzel stehende Ausdruck ist also positiv. 

Außerdem sind die beiden Größen positiv (weil h posi- 
tiv ist, wie das Integral der lebendigen Kraft zeigte wegen 
C>0). 

Das Integral wird 
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^2 ^ a2cos2(9? — (Pq) + 62sin2(^ _ ^^) , 

mit der Integrationskonstante q?Q. 

Diese Gleichung stellt, wenn 6^ > i igt, eine Ellipse dar, 
für 62 = 1 eine Abstandslinie und für b^<il eine Hyperbel 
mit innerem Mittelpunkt (§ 42, 3). 

Bemerkung: Erwähnt sei noch, daß das modifizierte 
New ton sehe und das elastische Anziehungsgesetz die ein- 
zigen Zentralkräfte sind, die im sphärischen Baum immer, 
im hyperbolischen, sobald die Konstante des Flächensatzes in 
gewissen Grenzen bleibt, auf geschlossene Bahnkurven führen. 
Die Methode, mit deren Hufe Bertrand den entsprechen- 
den Satz der euklidischen Geometrie bewiesen hat, ist auf 
die nichteuklidische Geometrie leicht übertragbar. 

§ 54. Ein Paradoxon der nichteaklidisehen Statik. 

1. Statische Grundgesetze. 

Während die aus der Dynamik gegebenen Beispiele eine 
sehr weitreichende Analogie mit der euklidischen Geometrie 
zeigen, viel weiter reichend, als man erwarten sollte, gelangt 
man in der Statik sehr schnell zu Ergebnissen, die paradox 
erscheinen. Das ist nicht weiter auffallend, denn bei der 
Lehre von der Zusammensetzung von Kräften wird ja sehr 
viel vom Parallelenpostulat Gebrauch gemacht. 

Die Grundgesetze der Statik, d. h. das Parallelo- 
gramm der Kräfte und die Eigenschaft, daß die Kraft 
in ihrer Eichtungslinie verlegt werden kann, ent- 
nehmen wir aus der euklidischen Geometrie. 

2. Konstruktion der Eesultante in einem Bei- 
spiel. 

Mit Hilfe dieser Grundgesetze lösen wir die Aufgabe, 
die Resultante von zwei gleichen Kräften zu konstruieren, 
die beide senkrecht zu einer gegebenen Geraden (nach der- 
selben Seite hin) wirken. 

Es sei 2 a der Abstand der Angriffspunkte, K die ge- 
meinsame Größe der beiden Kräfte. Wir tragen jetzt an 
die Kraftvektoren in den Angriffspunkten die Winkel a 
(nach außen) an, so daß die beiden Kräfte JB? = JE": cos a 
die in den Richtungen der äußeren Schenkel dieser beiden 
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Winkel wirken, die beiden Kräfte K ersetzen können nach 
dem Kräfteparallelogramm und dem Prinzip der Gleichheit 
von actio und reactio. Die Geraden, in denen die Kräfte 
K wirken, sollen sich schneiden, was immer erreicht wer- 
den kann, wenn a hinreichend groß angenommen wird. Ihr 
Schnittpunkt liegt auf der Geraden, zu der die beiden 
Kraftvektoren symmetrisch liegen. In diesem Punkt kann 
die Wirkung der beiden Kräfte K' ersetzt werden durch 
eine Krafl 

wo (x' der Winkel im rechtwinkh'gen Dreieck mit einer Ka- 
thete a und dem anliegenden Winkel ß^^n — cK ist, der a 
gegenüberliegt. Demnach ist (§ 30, 2) 

cosa'=sin/Scha 

= cosÄ «cha 
und 

2JS?'==2ü:'cosa' = 2JS:cha. 

D. h. also: Die resultierende Kj-aft greift zwar auch 
in der Mitte zwischen den Angriffspunkten der Kräfte K 
an, ist aber größer als 2^" (nicht gleich wie in der eukli- 
dischen Geometrie). 

(In der sphärischen Geometrie würde sich ein kleinerer 
Wert 

2K" = 2Kco^a 
als Eesultante ergeben.) 

3. Druck bewirkt durch Zug. 

Des Ergebnis gibt Anlaß zu einer Anordnung, die ein 
scheinbar paradoxes Resultat ergibt: Betrachten wir das 
folgende System, bestehend aus zwei Balken A und B mit 
einer Führung, die bewirkt, daß der Balken B immer mit 
A ein gemeinsames Mittellot hat, das Sjmmetrielinie des 
Systems ist. (Vgl. Fig. 23.) B soll außerdem vier Rollen 
GDiyO tragen, über die in der Weise, wie es die Figur 
angibt, ein Faden geschlungen ist, dessen Enden mit A fest 
verknüpft sind. 2 a sei der Abstand von C und (7, der 
von D und D' soll sehr klein sein. Wirkt nun in E eine 
Kraft 2T nach unten in Richtung der Symmetrieachse, die 

Lieb mann, Nichteuklidische Geometrie. 16 
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den Faden spannt^ so wird durch Vermittelung der Rollen 
D und ly der Balken B in M nach unten gezogen mit der 
Kraft 2Ty in C und O greifen senkrecht nach oben wir- 



!^/ 



B 



^ 






:^. 



I 



Fig. 23. 

kend, die Kräfte Tcosöt an, wo a die in der Figur an- 
gegebene Bedeutung hat Im ganzen kommt als Resultante 
in M also die senkrecht nach unten ziehende Kraft 

iC«2T(l-chacosa). 

Ist chaco8(X>l, so verwandelt sich also der Zug nach 
unten in einen Druck nach oben, ein ganz paradoxes Resul- 
tat, was in der euklidischen Geometrie, und auch in der 
sphärischen, niemals eintreten kann. Denn in diesen Geo- 
metrien ergäbe dieselbe Anordnung die Resultante 

JE'=2r(l-cosa), 
und 

£"=2^(1 — cosacosa), 
also immer positive Größen. 

§ 55. Der wirkliche Baume 

1. Verschiedene Hypothesen. 
Im Anschluß an die Behandlung einiger Aufgaben aas 
der Mechanik wollen wir uns zum Schluß noch die Frage 
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§ 55. Der wirkliche Baum. 243 

nach der Natur des Raumes der wirklichen Erfahrung vor- 
legen. Nimmt man Stetigkeit, Gültigkeit der Kongruenz- 
eätze usw. ein, so bleibt doch immer noch die Frage, ob 
•yni hyperbolische, euklidische oder elliptische Geometrie 
annehmen. — Im hinreichend kleinen Gebiet muß dann 
auf jeden Fall mit großer Annäherung die euklidische Geo- 
metrie (vgl. § 31,1) gelten, was mit der Erfahrung überein- 
stimmt. — Man muß demnach, um einen Aufschluß über 
die Frage zu bekommen, Figuren von möglichst großen 
Dimensionen nehmen, bei denen sich dann eine Abweichung 
leichter bemerkbar machen wurde. 

' Anmerkung: Poincare^) hat hervorgehoben, daß man 
auf jeden Fall die euklidische Geometrie als wirkliche Geo- 
metrie anzunehmen berechtigt ist. Scheinbare Abweichungen 
davon könnten dann als Folgen von Instrumentenfehlem 
oder falschen physikalischen Voraussetzungen zu erklären 
sein. Z. B. wissen wir es ja nicht, und setzen es dabei doch 
als selbstverständlich voraus, daß die Visierlinien in einem 
homogenen Medium geradlinig sind. 

2. Barbarins Vorschlag. 

Qualitativ festzustellen, welche Geometrie gilt (ohne 
genaue Angabe des Krümmungsmaßes), dazu können die 
verschiedensten Methoden angewandt werden. So ist z. B. 
die Seite des regulären Sechsecks nur in der euklidischen 
Geometrie dem Radius des umbeschriebenen Kreises gleich; 
im Fall der elliptischen Geometrie wird sie kleiner sein, im 
Fall der hyperbolischen, größer. Wird man also, von einem 
Punkt der Kreisperipherie ausgehend, den Halbmesser sechs- 
mal als Sehne abtragen imd dabei über den Ausgangspunkt 
hinauskommen, so wäre dies eine Entscheidung zugunsten 
der elliptischen Geometrie; erreicht man ihn dagegen nicht, 
so würde dies für die hyperbolische Geometrie sprechen. 

Natürlich müßte der Radius des Kreises „möglichst 
groß^' angenommen werden. — 

Barbarin 2) hat folgenden Vorschlag gemacht: Man 
trage auf dem einen Schenkel eines Winkels von 45® die 



*) Poinoar^, Wissenschaft und Hypothese. (Deutsch von 
Lindemann.) Leipzig 1904. S. 74. 

*) Barbarin, Sur le paramdtre de Tunivers. (Soc. phys. 
Bordeaux 1900—1901. S. 71—74.) 
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beliebige Strecke OÄ=^a ab, errichte das Lot und bringe 
es mit dem zweiten Schenkel zum Schnitt {B^), Auf OB^ 
errichte man in B^ wieder das Lot und bringe es mit der 
Verlängerung von OÄ^ zum Schnitt (Ä^) usw. — Die Kon- 
struktionen lassen sich mit großer Genauigkeit wirklich ans- 
führen, und es wird dann, wenn wir die Strecke OAn mit a„ 
bezeichnen, eine der drei Formeln bestehen: 

an == cos - "+ * (-Bi OÄj) ai = 2 *• - * % (eukl. Geom.) 
tha» = 2"-ithai (hyp. Geom.) 
tanga„ = 2"-^tangai (eil. Geom.). 
Aus der zweiten Gleichung folgt noch 
a„>2"-ia, 
und aus der dritten 

a„<2»-iai. 

Durch Vergleich der ganzen Strecke a« mit der ersten 
Teilstrecke % müßte sich also die Natur des Raumes fest- 
stellen lassen. 

3. Die kleinste halbjährliche Parallaxe und 
die Einheitsstrecke. 

Wirkliche Messungen der Winkelsumme im Dreieck, die 
Gauß 1) veranlaßte, führten zu keinem positiven Ergebnis; 
die irdischen Entfernungen sind zu klein. 

Lobatschefskij^), der nur an die Möglichkeit der 
hyperbolischen Geometrie dachte, hat aber bereits kos- 
mische Entfernungen in Betracht gezogen durch Benutzung 
der halbjährlichen Parallaxe eines Fixsterns: 

Es sei EiE2S ein Dreieck, gebildet aus Stern und zwei 
Lagen der Erde, deren Entfernung möglichst groß sein soll. 
Also es sei E^E^^a, gleich dem Durchmesser der Erdbahn. 
Der Einfachheit halber sei auch noch angenommen, daß der 
Winkel SE^E^ ein rechter ist. Errichten wir jetzt auf E^E^ 
in E^ das Lot E^ß\ so ist <S'E^^E^—<SE^E^=-2p die 
halbjährliche Parallaxe. 

Nun ist offenbar: 

<£iJS'2S-U-2i><7J(a). 

Man kann hieraus eine untere Grenze für die Strecken- 



^) Vgl. Gauß' Werke, Bd. VHI, S. 267. 
«) Vgl. Lobatschefskij, S. 22. 
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einheit (§ 32, 5, S. 139) ausgedrückt in Erdbahnhalbmessem 
angeben. 

Die Rechnung gestaltet sich so 



also (§ 28, 3) 



X i TT/ V r, 1 + tane:« 
^ ^ ' 1 — tangp 

— < tang2> + i tsug^p + . . . , 

a<tarig2j). 

Je weiter entfernt man den Stern annimmt, d. h. je 
kleiner die Parallaxe ist, desto genauer wird \7t — 2p sich 
dem Wert n{a) nähern. 

Ist z. B. 

2i> = r,24, 

wie Lobatschefskij für den Sirius annimmt, so folgt 
a< 0,000006012. 

Gesetzt also, unser Erfahrungsraum wäre der der hyper- 
bolischen Geometrie, so müßte die Streckeneinheit doch min- 
destens 140000 mal größer sein als der Durchmesser der 
Erdbahn. 3) 

Alle Entfernungen aber auf der Erde sind so klein gegen 
diese Einheitsstrecke, daß man auf jeden Fall hier bei An- 
wendung der euklidischen Geometrie nicht Ungenauigkeiten 
begeht, die außerhalb der Grenzen des Beobachtungsfel- 
des liegen. 



^) Sohwarzschildf (Vierteljahrsschrift der astr. Gesellsch. 
Bd. 35, 1900. S. 337—347) hat für die Parallaxe 0",05 (die noch 
nicht den kleinsten bekannten Wert darstellt) als Grenze des 
pseudosphärischen Krümmungsradius d. h. der Einheitsstrecke 
zwei Millionen Erdbahndurchmesser berechnet. — Nimmt man 
aber für den Baum elliptische Geometrie an, so ergibt sich bei 
bestimmten Voraussetzungen über die Verteilung der Sterne im 
Kaum, daß der Krümmungsradius (d. h. der Radius der Kugel 
des euklidischen Baumes, auf den die Ebene des betr. Baumes, 
nach § 43, S. 198 abwickelbar ist) mindestens 50 Millionen Erd- 
bahndurchmesser groß ist. 
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linie 136. 

Archimedisches Axiom 4. 
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204. 
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schen Kaum 206. 
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73, 147. 
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sen 24, 200, von Kugeln 294. 
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trisch gedeutet 59. 
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230. 

Elliptische Geometrie 217. 

— Koordinaten 228. 
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Gebiet 129, auf der Clifford- 
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bild der euklidischen Geo- 
metrie 34, der hyperbolischen 
Geometrie 51, 144. 
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riante in der euklidischen 
Geometrie 35, in der hyper- 
bolischen Geometrie 50. 
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alleldreikant 94. 
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152; andere mit reeller Spitze 
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bolischen Geometrie 182 ff., 
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ung 237. 

— Newtonsche 224. 
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hyperbolischen Geometrie 
163. 

Pyramide mit drei pai-allelen 
Kanten 64. 

Randbild einer Ebene des 
hyperbolischen Raumes 107. 

Raumgeometrie hyperbo- 
lische, dargestellt durch Or- 
thogonalbündel 53 , sphä- 
rische, dargestellt durch Dia- 
metralbündel 204 ff. 

Schnittpunktsätze im Drei- 
eck 85, analytisch bewiesen 
179. 



Sphären = Flächen, die der 
Kugel der euklidischen Geo- 
me&ie entsprechen 114, Vo* 
Ivim- undOberflächenb^tim- 
mungen 149 ff. 

Sphärische Geometrie, zwei* 
dimensionale 197 ffl, drei- 
dimensionale 201 ff., s. a. 
Trigonometrie. 

Statik, nichteuklidische 240 ft. 

Tetraeder (Inhalts - Bestim- 
mung) einfach asymptoti- 
sches 156, Inhalt des allge- 
meinen, zurückgeführt auf 
den Inhalt des asymptoti- 
schen 159. 

T r i g o n o m e t r i e, hyperbolische 
123, sphärische, in ihrer Be- 
ziehung zur hyperbolischen 
131 ff. 

Viereck mit drei rechten Win- 
keln und einem spitzen 126, 
dem rechtwinkligen Dreieck 
zugeordnet 98. 

Winkelsumme, im Dreieck 
(s. Legendresche Sätze), in der 
hyperbolischen Geometrie 37, 
69, in der sphärischen 197. 

Winkel zweier Geraden, durch 
die Weierstraßschen Koordi- 
naten ausgedrückt 178. 

Zykeln (Kurven, die euklidi- 
schen Kreisen entsprechen) 
45, 92, gehen bei hyperboli- 
schenKreisverwandtschaften 
wieder in Zykeln über 108, 
ihre analytische Darstellung 
171, 179. 
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